Part 1
Transfer Radiativo
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1 Ondas electromagnéticas

1.1 Ecuaciones de Maxwell

Ecuaciones de Maxwell




1.2

* En resumen, las ecuaciones que describen la electrodindmica son:

V-D = 0, (D)
V-B = 0, (2)
I oB

E = =
V x 5 3)
- - 0D

« Para medios lineales, D = ¢E y B= ,u]:7.
* Enel vacio, e = €, y it = o

* Usando las ecuaciones de Maxwell se puede demostrar que:

L 10°E 1 . 19J
o et A A v PRl 5
Vv c2 Ot? € < Ve c2 8t> ’ )
. 10°B -
2 _
V*B — §—8t2 = —,LLOV X J. (6)

* Vemos que, en el vacio, el campo electromagnético esta descrito por la ecuacion
de ondas sin fuentes (i.e. homogénea).

¢ Otra consecuencia directa de las Ecuaciones de Maxwell es el Teorema de
Poynting, o sea la conservacion de la energia radiativa:

ou

—4V.-S=-J-E. 7
5 + (7
con
L 51l / (8)
u —_ — . f— .
2 2 ’
y — — —
S=FxH. 9)
Descomposicion Espectral
* En ausencia de fuentes, si descomponemos
. 1 . A
E(Zt) = —/dwE(f,w)e_“”t, (10)
2T
las ecuaciones de Maxwell dan
(V? +uew2){ g } =0. (11)
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Si e y y son reales, las soluciones de Ec. 11 son o< e**%, con k = /jew
Definimos la velocidad de fase vy = % = ¢, donde n = | /ﬁ es el indice de

refraccion.
Vemos que en general,

E; . 1 & +ik-F—iwt
(5)-2fe{g)eem o

Reconocemos la solucién de d’ Alembert,

I P

donde cada componente i es de la forma f(n - & — vyt) + g(n - T+ vyt), y
donde 7 es la direccién de propagacion.

Usando las ecuaciones de Maxwell se puede llegar a 7 - E=0,n-B=0 y
B=1nx¢&

~

Tanto u como S dependen fuertemente del tiempo, incluso en sus compo-
nentes monocromaticas, con frecuencias que superan los MHz. En la practica

la medicién de S involucra un promedio temporal {(- - - )) = limg_,o0 & 7 J; (.

—

Se demuestra que, para componentes monocromadticas con frecuenciavy £ =
€ exp [z(k T — wt)] ,

(5)) = 5B x H* = \flsl” (14)

<UV> =

Finalmente (S,) = Vg (uy)

y similarmente,

Lo 1. o
(B B+ B B) = §|512. (15)

Ny

'3>

La naturaleza corpuscular de la luz, descubierta por Planck y Einstein, nos
dice que la energia radiativa estd cuantizada, es decir

u, = n,hv, (16)

en que n, es la densidad de nimero de corpusculos, i.e. “fotones”, con fre-
cuencia v. Los fotones no tienen masa.
De la expresion relativista para la energia total de una particula,

E? = p* + m%, (17)
concluimos que el momentum asociado a un foton es
E h
P===3 (18)

).




2.2

Intensidad especifica

Optica geométrica

En dptica geométrica aproximamos el transporte de energia radiativa a lo largo
de lineas rectas, o ‘rayos’, en direccién k.

Esto se puede hacer solo en el caso en que la longitud de onda A es mucho mas
chica que el tamafio tipico ‘a’ de las sub-estructuras en el medio de propa-
gacion. En otras palabras, no se puede usar para describir la interaccion de
luz visible con dtomos, ni tampoco para describir los fenémenos de difraccion
que son evidentes cuando A > a.

~

Para ver lo anterior usamos el principio de incerteza para un rayo con k = 2

dzdp,dydp, = p*dAdQ = h?, (19)

dAdQ > N2 (20)

Vemos que si dA ~ A2, entonces dS) ~ 1, y no hay restriccién en la direccion.
Entonces la teoria de transfer radiativo es aplicable solo cuando A < a.

Intensidad especifica y sus momentos

Si dE es la cantidad de energia radiativa que cruza un elemento de area
dA = dAn en la direccién k, dentro de un angulo sdlido df2, y con un rango
de frecuencias [v, v + dv|, entonces la intensidad especifica I, (k: T, t) esta
definida por:

~

dE = I,(k, Z,t) k - 2 dAdQ dv dt. 1)

i

dA
at x
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* En la ausencia de interaccion con materia, / (k, Z) es constante para todo punto
% alo largo del rayo k. Demostracion:

i i’

* La intensidad especifica media en 7 es simplemente

1 o
r) = — QF T). 22
1(@) = 4= [ ot i) @2)
En coordenadas esféricas, con . = cos(),
1 2m 1
a ¢»=0 p=—1

* Pararelacionar [, con u, la densidad de energia almacenada en el campo elec-
tromagnético, introducimos la densidad de energia que corresponde a fotones
viajando en direccion k,ie. uy(l;:) tal que el elto de energia que cruza un elto
de drea dA = dAn es

dE = u,(k)ck - i dAdQdvt, (24)

y comparando con la definicién de I, (k) (Ec. 21),

. I,
u, (k) = —. 25)
c
* La densidad de energia monocromética es entonces u, = f dQuV(l%), y

4
w, =2, (26)

c

y la densidad de energia bolométrica es

U = / dvu,. (27)




* El flujo neto en direccién n y en el punto & es
F,(h) = / A, (k, 7) cos(0), (28)

donde 6 es el dngulo entre k y 7. Con p = cos(6),
2 1
R = [ do [ duntiuo) (29)
¢

=0 p=-—1

Dado que el momentum de un fotén con frecuencia v es p = €/c, con € = hv,
el momentum que cruza una drea dA = dAn en direccién k = p,/||p, ]| y
proyectado segun 7 es

1
dp, - n = —cos(0)dE,, (30)
c

con el elemento de energia espectral

dE, = I,(k,Z,t) k- i dA dQ dt. (31)

Se define entonces la presion de radiacién como la fuerza por unidad de area
ejercida sobre el elemento de drea d A si este absorbiese los fotones, con

P, = /dep”'”

dAdt ’

1 N
- ! / A0 cos?(0)1, (i, ), (32)
0, en términos de 1 = cos(f),
1 27 1
P, = —/ dczﬁ/ dp p? 1, (1, §). (33)
C Jo=0 p=—1

Problema: considere una esfera de radio R que emite una intensidad especifica
uniforme en su superficie B. Demuestre que el flujo en direccion 7 a una
distancia r del centro de la esfera es

2
F— B <5> | (34)

r

El flujo en la superficie de la esfera es entonces F' = 7 3.
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3 Transferencia radiativa

* En presencia de materia, el campo de intensidad especifica puede cambiar con
posicion (y tiempo),

o1,
cot

* Las fuentes corresponden a emision de energia radiativa por materia, y también
a refleccion en la direccion k.

* Los sumideros corresponden a la absorcion de energia por materia, y también
a refleccion fuera de la direction k.

* Laluz reflejada también se llama luz dispersada, o bien ‘scattered light’.

, = fuentes — sumideros. (35)

3.1 Emision

* Un elemento de volumen dV = ds dA emite una energia
dE = j,dvdVdtdS}, (36)

en direccién dS2, donde 7, (k) es el coeficiente de emision.
* De la definicion de intensidad especifica,

dE = dL(K',5,t) k' - n'dA’ dY dv dt, (37)

para cualquier superficie d A centrada en 5. Si elegimos dA =dA k =n =
ds y d) = d2 entonces k -7 = 1. Entonces el aumento de I, debido a la
contribucién de dV en Ses

dl, = j,ds. (38)
dA
AR L — .
: dAl /
% 7
s S4+ds

3.2 Absorpcién

* Para absorcion pura, sin scattering ni emision, y si la absorcion es causada por
particulas infinitamente pequefias que no se apantallan unas a otras dentro de
un volumen dV = dsdA, esperamos que

dl, = —a,l1,ds, (39)
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3.3

* El coeficiente de absorpcion «, puede relacionarse con la seccion eficaz efec-

tiva o, de los absorbentes. La energia total absorbida en el volumen dV" es
dE = —I,no,dVdQdt, (40)

donde el signo menos da cuenta de que dE estd siendo removido del campo
de radiacion.
La diferencia en intensidad especifica esta dada por

dE = dI(k, Z,t) dAdQ dv dt, (41)

de manera que
Qy =Noy,. (42)

Scattering

La refleccion de fotones, en lugar de su absorcion, también disminuird la inten-
sidad especifica a lo largo de un rayo k. En analogia con el caso de absorcion
pura, la correspondiente disminucidn en intensidad especifica sera

dl, = —ai*1, ds, 43)

cons = k.

Fotones que vienen de todas las direcciones también pueden ser reflejados
hacia el rayo k. Para describir la probabilidad de refleccion desde la direccion
k' hacia la direccién k usamos la funcién fase @, (k, k') (también llamada la
densidad de probabilidad de scattering),

dI, = o> j’{ O, (k, k'), (k)Y ds. (44)
La funcion fase es normalizada y es simétrica:

7{ o, (k,k)dY =1 = ]{ o, (K, k)dq. (45)

La ecuacion de transferencia radiativa completa en un medio continuo es en-
tonces:

dl, . A R
o= Ty — ogibs]l, — o, + affaj{q)y(k;, KNI (KdSY (46)
s
con k = 3.
Juntando términos, la Ec. 46 también se puede escribir
dl, ot
v ]lt/otal _ Oélt/OtaIIW (47)
ds

total sca

con ;& _ j +]V y o, = aabs + asca
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4 Radiacion termal

El cuerpo negro

» Consideramos un recipiente cerrado A, cuya paredes se mantienen a temper-
atura 7', constante.

* Nos preguntamos, ;Cudl es el espectro de la radiacion en el interior del recip-
iente? Esta se suele llamar ‘radiacion de cuerpo negro’, porque resulta (como
veremos mas abajo), que es también la radiacién emitida por un cuerpo que
no refleja nada.

El cuerpo negro

* El espectro en el interior del recipiente debe ser universal, es decir solo de-
pende de la temperatura 7.

* Para verlo imaginemos que ponemos en contacto dos recipientes, Ay A’, de
formas distintas pero con la misma temperatura. Ademads imaginamos que el
punto de contacto es un filtro que deja pasar solo radiacion de frecuencia v.

* Si las radiaciones en el interior de los recipientes fuesen distinta, es decir si
I, # I, entonces habria un flujo neto de energia entre los dos recipientes, a
pesar de compartir la misma temperatura. Esto seria una violacién de la 2nda
ley, por lo que necesariamente I, = B, (T") debe ser universal.

* La funcién B, (T) se llama la funcién de Planck. A continuacién derivaremos
B,(T).

Ondas estacionarias

* Consideramos un recipiente cubico de lado a, con paredes conductoras. En el
interior del recipiente pueden existir ondas electromagnéticas estacionarias.
* Separando variables en la Ec. de ondas, para una componente ¢(Z,t) del
campo (E, B), v = XY ZT, tenemos
X Yy A 1 T

211
X vtz ar

* ParaV(Z,t) =
X// Y//

= k2
X by

z" T
= —k%j _— = _k?ﬂ = —w2’

A T

con
2

w
§:k3+k§+k§
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* Condicién de borde en una caja ctbica de lado a con extremos fijos = X =
Bsin(kyx), con k; = nyw/a, y

¢ — Z A(nl, Na, n3)e—iw(ni,t)
ni,n2,n3
. MTT . MaTY
sin ) sin(

a a

cm
w(ny, e, nz) = o \/n?+n3+n3 =2mv.

N J/
-~

n

N3TZ

) sin( ), (48)

con

Densidad de estados

 Numero total de estados de modos normales (£, B), con frecuencia v < v,
en volumen V:

14, s (2av.\°
gb(uo)—ggﬂn,conn —( . ) :

¢ Densidad de estados en intervalo de frecuencia dv, volumen V:

do(v) _ 4’ v

N) =22 ,
w) dv 3
y la densidad de estados en intervalo de frecuencia dv, por unidad de volumen,
es 2

ppdv = W;/ dv.

* La energia total almacenada en los modos de vibracion del campo (E, E) es
la suma de cada u,V = $(E2 + E;)V.
 Para cada modo, el valor esperado de la energia en un intervalo dv es

U, =V(u,) = /dV/dEgchyp(Em,Ey)uy,

donde p(E,, E,) o e~ 77 |
* con 2 grados de libertad de polarizacion por modo (i.e. £,y E,), cada uno
contribuyendo un término cuadratico en la energia, el teorema de equiparticion
da 2 x kT'/2 por modo.
* la densidad de modos Ec. 28 da la densidad de energia en un intervalo dv, y
por unidad de volumen:

4Am?

3 = catastrofe UV.
c

u, = kTp(v) = kT
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Propuesta de Planck

* Planck hip1: sacar promedio por modo cambiando | — 3,
(U) = /P(U) UdU — Y PU)U, conU =nld.

* Planck hip2: esperamos que {/ sea una funcién de la frecuencia, o sea U =
> a;v',y por ‘simplicidad’ ponemos

U = hv.

* Es decir, recuperamos el concepto de fotones (introducido posteriormente por
Einsten en 1905), en que la energia total en un modo con frecuencia v es

U, = nhv, (49)
con n entero.
.30
Propuesta de Planck
* Con esta hipotesis,
U,
iy e—ﬁnhl/
n *,_/

probabilidad del estado n

el cdlculo (ver cdtedra) da (U,) = — .

* Usando ahora la densidad de modos de Ec. 28, la densidad de energia es u, =
2p(v)(U,) (el factor 2 da cuenta de los 2 estados de polarizacién del foton), y
obtenemos u,c = 47 B, con

2hv3

B, = .
¢ lexp (37) — 1]

Una comparacién con el experimento permite ajustar i = 6.62 1073 J s.
31

Propiedades de la funcion de Planck

* Ley de Wien:

dB, hv
= — =~ 4.
7 0 = T 965,

rvmax

dmax L — (.29, | cON Appax = €/Vinax. OJO: BydA = B, dv.
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* Ley de Stefan-Boltzmann:

/15

——

oh (kT\* [ a3
B,dv = B(T) == [ = dz,
/ v (T) 02<h>/0 693—13:

B(T) = aT*,|con o = am = 5.67 1078 W m~2 K~*. Notar que 7B(T') es el
flujo por unidad de érea.
* Ley de Rayleigh-Jeans:

2

. v L, .
lim B, = —kT caso clasico, h — 0.
hv<kT c2

Ejemplo: espectro solar

2.5

UV | Visible | Infrared —»

1.5

5525 K Blackbody Spectrum

0.51

Spectral Irradiance (W/ m%/ nm)

D - T T T T
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500
Wavelength (nm)

Ley de Kirchoff

« En equilibrio termodindmico, I, (k, Z) = B,(T) y como el campo de temper-
atura debe ser uniforme, %” = (. Como la funcion de fase esta normalizada,
al integrar la ecuacion de transfer en angulo solido obtenemos la ley de Kir-
choft:

j, =B, (51)

12
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5 Medios discretos

* En un medio discreto el acoplamiento entre radiaciéon y materia ocurre medi-
ante transiciones radiativas, cada una de las cuales lleva un perfil de linea ¢(v)
angosto y centrado en la frecuencia de la transicién v,.

* Las tasas de transiciones radiativas se pueden describir usando los coeficientes
de Einstein:

— Aj;: Probabilidad de decaimiento espontdneo por unidad de tiempo y por
absorbente (las unidades de A son s 1).

- By J: Probabilidad de absorcion por unidad de tiempo y por absorbente,
donde J = [ dv$(v)J, es la intensidad especifica media promediada en

frecuencia (de manera que las unidades MKS de B son s~ /(W m ~2sr™1)).

— By, J: Probabilidad de emisiones estimuladas por unidad de tiempo.

* Los perfiles de lineas ¢(1/) se pueden describir con Lorentzianas, y sus anchos
(o sea los anchos de linea), Av, estan directamente relacionados con la tasa

de decaimiento via el principio de incerteza tiempo-energia, AEAt > h/2:
1 1
At ~ — ~ —. 52
—~ & (52)

* El principio de balance detallado relaciona los coeficientes de Einstein:

9iBij = g;Bji, (53)
y
2hv3,

* En un medio discreto y homogeneo, la ecuacion de RT en su forma compacta
(Ec.47) también es vélida, y los coeficientes de emision y absorcion estan
directamente relacionados con los coeficientes de Einstein. En este caso la
funcién fase es constante, , (k, k') = 1/(4x).

* El coeficiente de emision es

. hvs
Jv = EnjAjiﬁb(V)- (55)

Este coeficiente incluye lo que se llamaria ‘scattering’ para las lineas: una
des-excitacion consiguiente a la absorcion de un foton.
* El coeficiente de absorpcion es
B hv,
 4n
Notar que el coeficiente de emision estimulada actiia como absorcién negativa.

(niBz’j - nijz‘)¢(V)- (56)

ay
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6 Opacidad y profundidad éptica

* Es comun el uso de opacidades « en lugar de los coeficientes de absorpcion
a, con o = kp, donde p es la densidad de masa.
* También definimos la profundidad optica a lo largo de un rayo,

TAbS = /ds s = /dspfﬁabs, (57)

TS / ds o™ = / dspr=®. (58)

* El decaimiento exponencial en el caso de absorpcion pura sugiere que exp(—72"%)
es la probabilidad de que un fotén sobreviva la profundidad éptica 72> sin ser
absorbido. Esto nos permite estimar la profundidad 6ptica media recorrida por
los fotones:

(1,) = / 7, exp(—m,)dr, = 1. (39)
0
* El libre camino medio de los fotones [, es la distancia correspondiente, i.e.:
1 1
[2hs = = — (60)

abs abs’
ad noé

y similarmente para scattering.

« Cambiando variables con dr, = (a2 + a5%)ds, la ecuacion de transferencia
se puede escribir como

dl, _ g+
d_T,j - o@bs 1 gsca _IV’ (61)
v - v

donde hemos definido la funcion fuente S,.

* En ausencia de scattering, i.e. si af** = 0, entonces S, = B, para procesos
termales (por la ley de Kirchoff).

« Para una funcién fase isotrépica, i.e. si @, (k, k') = 1/(4r), la funcién fuente

€S b
abs sca

S _.]1/ +au ‘]V

y = ———

abs sca
ag>® + o

(62)
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7.2

Soluciones de la ecuacion de transfer

El eslabdn homogéneo

En el comunmente usado, pero rara vez exacto, caso sin scattering, la ecuacion
de transferencia radiativa Ec. 61 es
dl,

—=—1,+5,, 6
ar, +S (63)

donde S, = ;2" /a2, Para emisién termal, S, = B,.
Es directo mostrar que la solucion de Ec. 63 es (tarea)

L(r,) = L,(0)e™™ + /0 drle” =8, (11). (64)

Para un eslabén uniforme, con constante S,

I(1,) = L,(0)e™™ + S, (1 —e™™). (65)
Marcha aleatoria

Si un medio es Opticamente grueso en scattering esperamos que un foton
seguird una marcha aleatoria hasta su absorcién o eventual escape del medio.
El desplazamiento neto es R = >, S, y ladispersion en el desplazamiento es
o(R) = ((||R|?)"* = VN((|I312))"/2. Con (|5]|?))"/? ~ I, el libre camino
medio del fotén, tenemos o (R) ~ /NI.

La probabilidad de absorpcion en cada paso es

abs
Qg

€= abs sca
agP® 4 o

(66)

Como todos los pasos son estadisticamente independientes, la probabilidad de
absorcién para N pasos es simplemente Ne,, y el nimero promedio de pasos
antes de la absorcion es 1/¢,,.

Entonces, para un medio infinito, o(R) = [/ \/€v, 1o cual representa una escala
de termalizacién: si un medio es mas grande que o(R), entonces se dice que
es efectivamente grueso ya que la mayoria de los fotones serdn absorbidos en
el medio.
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7.3 Aproximacion de Rosseland

Luego del caso extremo del equilibrio termodindmico, un grado mas suave
de idealizacion es el de un equilibrio termodindmico ‘local’, con pequefias
desviaciones de I, relativo a B, (7).

La ecuacion de transfer para scattering isotrépico se puede escribir

ay

== (el (L, - 5,). (©7)
y en estado estacionario, 4z = %z = 3. Vi,
Para procesos radiativos termales, S, = B,,, de manera que
1 91
-[V = Bl/ - — (68)
o, 0s
correccion de ler orden
Si la correccion de primer orden es pequefia, aproximamos %LS" ~ 8&” Y
1 OB
II/ ~ BV - - : (69)
o, 08

Para el flujo F, = $1I kd$) integramos en angulo sélido. Concretamente,

—

F,-2=F, = %k 21,(Q)dQ = ja{cos(Q)L,(Q)dQ. (70)

Para una aplicacion en geometria plano-paralela necesitamos escribir Ec. 69

en términos de %:

0B, ~ 0B,
—5-VB, = _ 71
9s ", D
Una integracion directa de Ec. 69 arroja
47 OB,
F,=— : 72
3a, 0z (72)
Para el flujo bolométrico integramos Ec. 72 en frecuencia:
> Ar oT [ 1 OB
F(z)= | dvF,(z)=-—— [ dv——~. 73
(2) /0 vE,(2) 3 0z /0 Va,, aT (73)
Introducimos el coeficiente de absorcidén de Rosseland,
L Jo dva,
— = % 8B (74)
AR Jo v
y notamos que [;° dv22: = 1573,
Finalmente, el flujo en LTE es:
- 16013 0T
F.5=-— —. 75
° 3ap 0s (75)
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* También podemos escribir Ec. 75 como

7.4

_ 4o OT*
F-§=———— 76
s ?)OéR 0s ’ ( )
o bien s 8
- ¢ Ou
F.6=—-_——"-" 77
° 3ap 0s”’ D

Donde u es la densidad de energia radiativa bolométrica.
Es interesante notar la similitud entre la aproximacion de Rosseland y la ley
de Fick para difusion:

flux ~ —DV cantidad siendo difundida, (78)

en este caso D = %cl , donde | = 1/ap serfa un libre camino medio efectivo.

Aproximacién de Eddington

En geometria plano-paralela, los momentos angulares de radiacion,

cuy, 1
F, »= ?{ k% L(k)dS, (79)
cP, kk

introducidos en Sec. 2.2, se pueden resumir como

1 1 1
H, 4= f 53w o L (80)
-1

12

. F, P,
esdecir J, =c®, H, = E K, = cBrlzz

4’ ~TV 4 47

En el tratamiento que conduce a la aproximacién de Eddington, suponemos
que I, (1) es casi isotrépica y expandimos hasta primer orden en p:

I, =a, +b,pu, 81)

i.e. similar a un término dipolar by modificando el monopolo a.

Evaluacion directa de Ec. 80 usando Ec. 81 conduce a J, = a,, H, = %” y

K, = % (tarea).
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¢ Entonces tenemos, .
Ky - gt]ua (82)

igual que para radiacion termal, para la cual la presion de radiacién es p, =
%u,,, pero aqui en un caso mas general. La Ec.82 se conoce como aproxi-
macion de Eddington.

La ecuacion de RT plano-paralela que sigue de Ec. 67 y Ec. 71 es

ol,
= —a (I, —
hy, a,(l, —S,), (83)
© ol
:ua - = _<II/ - SV)? (84)
T,

donde la funcidn fuente estd dada por Ec. 62 para el caso de scattering isotrépico.

Ahora tomamos [ du(Ec. 84),

OH,
o, J, — Sy, (85)
y [ dppu(Ec. 84), ;
K,
o = o (86)

Usando la aproximacion de Eddington (Ec. 82), obtenemos una ecuacion para
J, en funcién de S, :

10%J,
= = Jy T Py, 87
3 012 o =5 ®7)
En términos del albedo w, = 1 — ¢, (ver Ec. 66),
10%J,
352 = e(v)(J, — B,), (88)

lo cual, si las propiedades del medio son conocidas, es una ecuacioén de 2ndo
orden para J,(7,). Si es posible resolver Ec. 88 para .J,(7,), tenemos I, por
integracion de Ec. 84.
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