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Estos apuntes corresponden al curso de termodinamica, a esta fecha codigo F12004,
dictado por el Departamento de Fisica de Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de
la Universidad de Chile.

Inicialmente como manuscrito en papel y luego en versiones de libreoffice, fueron con-
cebidos como apuntes de clase para ser usados por el propio profesor. Estas versiones
fueron luego puestas a disposicién de los estudiantes, siendo ellos mismos quienes, hace
anos, solicitaron una versién mas formal. Tanto es asi, que un estudiante se tomo el tra-
bajo de reescribir en Latex una version antigua del capitulo de transiciones de fases, para
convencerme de asumir el trabajo, que finalmente esta aqui.

i Qué es la termodinamica?

Vivimos en una época en la que el cuidado ambiental se ha convertido en una preocu-
pacion general del publico. Sin embargo, no es un tema nuevo. Tengo el vivido recuerdo
! como nifio de ensefianza bésica en la década de los 60, de la exhibicién de peliculas en
el colegio a la hora de almuerzo. En alguna de ellas se mostraban, senalandolo como un
serio problema ambiental, tuberias vertiendo liquidos de aspecto repulsivo en las aguas
de los rios, en esa época aun cristalinas. En los recreos se decia que habia tantos ladrones
que se habian robado la cordillera, que por la contaminacién invernal no se veia. |Y esto
ocurria ya a fines de los sesenta!

Es posible que esas vivencias empezaran tempranamente a desarrollar una conciencia
ambiental, que pocos anos después llevaria a enfrentamientos con los mayores por su
costumbre de quemar las hojas caidas de los numerosos arboles del patio. Por increible
que parezca hoy, ese era entonces un procedimiento habitual y que nadie cuestionaba.

Con frecuencia en clases, y a veces fuera de la misma, menciono la siguiente serie
de citas, en referencia a los efectos ambientales de la minerfa, area tan importante para
nuestro pais:

» ...los campos son devastados por las operaciones mineras.

= ...cuando se lavan los minerales, el agua usada envenena las corrientes de agua...
destruye los peces o los ahuyenta.

» Asi como se ha dicho,... hay un gran detrimento de la mineria que supera el valor
de los metales producidos...

Parecen comentarios recientes de detractores de la mineria, pero pocos dejan de reac-
cionar con sorpresa al enterarse de que las citas provienen del libro De re metallica, de
Georgius Agricola 2, jpublicado el afio 1556! Entonces:

Lo que no significa que fuera exactamente asi, el cerebro cambia con el tiempo y va cambiando los
recuerdos, los que no son necesariamente confibles. Ni siquiera los testigos presenciales de un evento lo
son. Esta situacion fue dramatizada por Akira Kurosawa en su pelicula Rashéomon, donde los testigos de
un asesinato y el propio difunto entregan versiones incompatibles.

2Georg Bauer (1494-1555), en esa época era de “buen gusto” latinizar los nombres. Estudi6 la meta-
lurgia, la minerfa y la mineralogia
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= Los problemas ambientales son antiguos
= Fueron identificados por los técnicos

» Persisten hasta ahora

Pero jqué tiene la termodindmica que ver con eso? La termodinamica fue presumi-
blemente la primera rama de la ciencia que se ocupd cientificamente de estudiar el uso
optimo de los recursos. Precisamente se inici6 a partir de un estudio del ingeniero francés
Sadi Carnot sobre el rendimiento de las maquinas de vapor. Actualmente, axiomatizada
y formalizada -como en estos apuntes- puede verse lejana de su origen practico.

En cuanto a la estructura de los apuntes, sigue un orden formal, agrupando por temas
y no coincide necesariamente con el orden en que se trata la materia en clases, este ultimo
influenciado por consideraciones docentes y el intento de coordinar con otros profesores.
A modo de ejemplo, no se ensena un capitulo 1 sobre notaciéon o relaciones matematicas,
sino que se desarrollan inmediatamente antes de necesitarlas durante una clase. Desde el
punto de vista logico parece mejor agruparlas tematicamente en los apuntes.

Se ha hecho un esfuerzo por evitar el uso de anglicismos, si se me pasé alguno, jpor
favor, avisen!

Universidad de Chile. Versién beta en desarrollo13



Universidad de Chile. Version beta en desarrollo 14



Capitulo 1

Notacion

El propésito de esta seccion es normalizar la notacién utilizada en el texto e introducir
el uso de derivadas parciales, particularmente la inversa, en un conjunto de variables no
todas independientes.

1.1. Notacion termodinamica

1.1.1. Funciones

En matematicas, asi como en la mayor parte de la fisica -excepto la termodindmica-
una funcién de varias variables se define en términos del orden de sus argumentos, lo que
quiere decir que, por ejemplo, si f(z1,z2) = x1 + 373, entonces f(xq, 1) = x5 + 327
En termodindmica, en cambio, es frecuente que la funciéon estéd definida en términos del
nombre de las variables. Esto quiere decir que si, por ejemplo, u(P,T) = aP + nRT,
donde « y m son constantes, entonces u(7T, P) = aP + nRT sin importar el orden en que
se coloquen las variables.

1.1.2. Derivadas parciales

La derivada parcial de una funcién f(z,y) con respecto a la variable z se denota
generalmente como:

of

o
En termodinamica es muy frecuente usar cambios de variables, por lo que es importante
destacar explicitamente cudl es la variable con respecto a la cual no se deriva, debido a lo

cual se escribe: of
— 1.1
( ox ) ” (1L.1)

a fin de indicar explicitamente cudl es la otra variable. Desde luego eso es completamente
equivalente a poner:

of (z,y)

ox
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pero se usara la forma termodindamica 1.1 para que la forma de las ecuaciones sea consis-
tente con la literatura.

1.2. Diferencial y desarrollo de Taylor

1.2.1. Desarrollo en serie de Taylor

Considerar una funcién de dos (o mas) variables f(7) = f(x,y). Su desarrollo en serie

—

de Taylor en torno al punto (z,,y,) considerando un incremento h = (h,, h,), usando la
notacion termodinamica para las derivadas parciales, es:

FF+R) = f(7) = (%)thr (%)xhy +O(h?)

donde O(h?)! denota términos de orden cuadratico y superior en h. Este desarrollo apro-
xima satisfactoriamente a la funcion si h (es decir |h|) es suficientemente pequeno.

1.2.2. Diferencial

Se define el diferencial df (x,y)|;;, de la funcién f, de incremento FL, en torno al punto
7= (x,y) como la parte lineal del desarrollo en serie de Taylor, es decir

0 0
df(x,y)|,;: (8_£> hy + <(9_ch) hy

que se denotard solamente como df.

1.2.3. Forma estandar del diferencial

Considerar la funcién = que proyecta el vector 77 = (x,y) sobre la variable x, es decir
x(x,y) = z. Se calculard su diferencial usando la definicién:

ox ox
dr == h, — | h
o= (&), (&)
Al ser x e y variables independientes es claro que dx/0x = 1 y que dz/dy = 0, con lo
cual la expresion anterior se reduce a:

dr =1x hy +0 X hy = hy

IEstrictamente, la notacién O(h?) significa que el limite

i 0
im —
h—0 h2

existe (es finito).
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De manera analoga, dy = h,,. De este modo la acuacion que define el diferencial puede

reescribirse como:
_(of of
df = (a$)ydx+<ay)wdy (1.2)

expresion que aparecera con profusién en este texto y que representa una buena apro-
ximacién al desarrollo en serie de Taylor cuando el incremento h = dif = (dz,dy) es
suficientemente pequeno.

1.3. Funciones implicitas

En termodinamica es frecuente encontrar descripciones en que una variable se describe
en funcion de otras de manera implicita, es decir, no existe necesariamente una expresion
explicita que defina, por ejemplo, x3 = x3(x1, z3), sino una relacién de la forma

F(xlax%x?)) =0

que permite expresar (no necesariamente despejar explicitamente) una de las variables
1, T, x3 en términos de las otras dos implicitamente.

1.3.1. La derivada inversa

Sea F la derivada de F con respecto a la primera variable, es decir la primera que
aparece como argumento de F (esta es la notaciéon matematica usual) Fy y F3 se definen
en forma andloga. Considerar primero que arbitrariamente se elige expresar la variable z;
en términos de las otras dos, es decir, poner x; = z1(x2, 23). Entonces la ecuacién anterior
se puede reescribir:

F((z1(22, 3), 22, 23) = 0, (1.3)

donde x5 y x3 son las variables independientes. Derivando esta ecuacién con respecto a
Zo, aplicando la regla de la cadena y usando la notacién termodindmica para las derivadas

parciales, queda:
8$1
F | — F,=0 1.4
! (6$2)$3+ 2 (14)

F: ox
2 <_1) (1.5)
F1 8952 o3
De manera analoga, si se elige despejar x, en términos de las otras variables xy =
x9(x1, x3), lo que equivale a intercambiar los indices 1 y 2, se obtiene:

B__ (0w
ng 8231 o3
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Combinando las tltimas dos ecuaciones se desprende que:

(2_2)@ B (a%)mg (1.6)

ox1

Esta expresion debe usarse con sumo cuidado, puesto que es falsa en general y sola-
mente se cumple si es posible despejar una de las variables en funcién de las otras. Esta
expresiéon no depende del nimero de variables, es decir, si 1 = x1 (22, 3, T4, T5...):

8371 1
it — 1.7
<a) () (1)
T3,%4,L5,-.

oz

1.3.2. La relacidén ciclica

Considerar la misma situacién anterior, nuevamente la ecuacién (1.3) que permite
expresar una variable en términos de las otras dos, lo que ahora se se hace sucesivamente,
eligiendo primero z1 = x1(xg, x3), luego xo = xo(x3,x1) v finalmente x3 = w3(xy, 7). Esto
equivale simplemente a rotar los indices en la ecuacién (1.5), lo que conduce a las tres
ecuaciones:

ox
Fl/FQ = — (a—xl)
2 x3
ox
nr=-(52)
3 z1

Ox
n/m =~ (52)
1/ 2o

Multiplicando término a término y cancelando, se deduce que:

0x 0xo Oz o
(a—@)ms (a—xg)zl (a—m)m =~ (18)

expresion conocida como relacion ciclica. Es necesario insistir en que esta relaciéon no
es aplicable si las tres variables son independientes, sino solo en el caso de que dos de
ellas puedan serlo, consistentemente con la ecuacién (1.3). Contrariamente a la derivada
inversa, esta relacion si depende del niimero de variables. Es facil convencerse de que si
hay cuatro variables, con tres independientes, de modo que estén ligadas a través de la
relacién: F(xy, xo, x3,74) = 0, la relacién ciclica correspondiente sera:

Ozt Oz, Oz Ora) — _
(9902 3,24 81’3 T4, 81’4 @122 (‘39{;1 x27x3_
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1.4. Formas diferenciales

Sean A(z,y) y B(z,y) dos funciones de x e y, y dr y dy los diferenciales definidos
anteriormente. La magnitud

w = A(z,y)dx + B(x,y)dy (1.9)

se denomina forma diferencial lineal de primer orden. Esta forma diferencial en general
no es un diferencial en el sentido definido en la ecuacién (1.2).

1.4.1. Unicidad del desarrollo en serie de Taylor

En los razonamientos termodindamicos es frecuente que confluyan informaciones dife-
rentes. Asi, por ejemplo, en algun caso es posible saber que una magnitud es funcién de
dos variables: f = f(z,y) y por lo tando su diferencial sera:

_(of of
df = (%)ydx%— (8—y)$dy

Es posible que por motivos fisicos se deduzca independientemente que df sea una forma
diferencial de la forma:

df = A(x,y)dx + B(x,y)dy

Restando ambas ecuaciones se llega a:
[(g) —A da:—i—{(%) —B} dy =0
oz ), oy /),

expresion idénticamente nula, es decir, se anula para cualquier valor de x e y, no para
algunos en particular. Puesto que dx y dy son linealmente independientes y recordando
que si una combinacion lineal de vectores linelamente independientes es nula se deben
anular los coeficientes, se concluye que es posible identificar:

Al y) = (g—f) y Blay) = (g—;j) (1.10)

Este resultado se usard en numerosos razonamientos termodinamicos.

1.4.2. Diferencial exacto

En el parrafo anterior se supuso que la forma diferencial coincidia con el diferencial de
una funcién, pero este no es el caso general. Es vélido preguntarse bajo qué condiciones
esto es asi, es decir, dada una forma diferencial w, jexiste alguna funcién ¢(z,y) tal que
w = d¢? En este parrafo se estableceran las condiciones para que sea asi. Supdngase
primero que dicha funcién existe, por lo tanto

(09 ¢
dp = (%)ydaﬂr (a—y)mdy

=w = Adx + Bdy
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Luego, por el parrafo anterior, debe ser:

Az, y) = (%)y

Ahora se hace uso de la simetria de las derivadas parciales cruzadas, que establece que si
las derivadas existen y son continuas, entonces (en notacién matematica estdndar):

9 (9f\ _ 9 (of

oy \ox ) 0z \ dy
Reemplazando las derivadas de primer orden en términos de las funciones A(z,y) y B(z,y)
se reescribe:

0A(z,y)  0B(z,y)
oy Oz

que en notacién termodindmica quedara:

(@).~ (%), 1)

El razonamiento anterior se interpreta del siguiente modo: si existe una funcion ¢ tal
que la forma diferencial w sea el diferencial de ¢, entonces las derivadas cruzadas deben
ser iguales. En este caso se dice que la forma diferencial w es un diferencial ezacto.

1.4.3. Diferencial inexacto

En el caso anterior, si no se cumpliera la igualdad de las derivadas cruzadas, entonces
no existe una funcién cuyo diferencial coincida con la forma diferencial w (teorema del
contrareciproco). En términos simbdlicos:

0A 0B
(), (3), = e

En este caso se dice que w es una forma diferencial inexacta (o un diferencial inexacto).
La expresion inezacto puede originar alguna confusion, pues la inexactitud suele asociarse
a errores o aproximaciones, significado que no tiene ninguna relaciéon con la definicion
usada aqui. Inexacto en el presente contexto significa solamente que no existe una funcion
escalar de la que la forma diferencial pueda derivarse como un diferencial.

Es importante notar que estas definiciones, diferenciales exactos e inexactos, se corres-
ponden correctamente con las condiciones fisicas. En mecéanica, por ejemplo, es posible
definir una funcién de energia potencial gravitacional U(x,y,z) que origina un diferencial

ou ou ou
dU = %d:c + a—ydy + Edz
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que naturalmente es exacto. Por otra parte, el trabajo infinitesimal realizado por una
fuerza F'(z,vy, z) cualquiera es una forma diferencial:

w=F - dif = Fydx 4+ F,dy + F.dz

la que en general no se puede derivar de una energia, a menos que se trate de una fuerza
conservativa. La interpretacion es que si la fuerza no es conservativa, el trabajo realizado
por ella sobre una particula no depende solamente de las posiciones inicial y final (seis
magnitudes), sino de la trayectoria, es decir, depende de todas las posiciones intermedias
también.
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Capitulo 2

Definiciones

La mayor parte del vocabulario usado en termodindmica consiste en palabras de uso
habitual en el lenguaje diario, que, no obstante, adquieren un significado técnico preciso
en la disciplina. Por ese motivo se establece en esta seccion las definiciones de algunos
conceptos basicos a fin de normalizar sus significados en el contexto de estos apuntes.

2.1. Sistema, medio y universo local

2.1.1. Sistema fisico

Se entiende por sistema fisico o simplemente
sistema a una region del espacio bajo estu-
dio, con todo lo que contiene. Esta region
ocupa un volumen acotado V' y esta rodeada
por una superficie cerrada ¥ también acota-
da (el simbolo S se reservara para otro uso).
La frontera Y del sistema es una superficie Figura 2.1: Sistema: volumen V envuelto en una su-
matematica, en el sentido de no tener volu- perficie ¥

men. Si la frontera fisica real del sistema es de

interés fisico en un problema especifico dado,

se la debe considerar explicitamente como un 4+

nuevo sistema.

Sistema aislado

Dentro de los muchos sistemas posibles es especialmente importante el sistema aislado.
Su definicién convencional es como aquel sistema que no interactia con otros sistemas,
definicién que adolece de un defecto formal. Al margen de que se trata de una idealizacion y
de que tal sistema, estrictamente hablando, no existe, si existiera seria intutil: no podriamos
interactuar con él y jni siquiera podriamos saber que existe! Mas adelante se redefinira
este concepto en términos termodinamicos, por ahora se aceptard que es un sistema que
interactia muy débilmente con otros sistemas, por lo que sus propiedades cambian muy
poco en relacion a la duracion y precision del experimento.
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"\/\5/7;\ \
2.1.2. Medio N /; i

También llamado ambiente o alrededores de
un sistema. Se entiende por tal al conjunto de
todos los otros sistemas que interactian de ma-
nera apreciable con el sistema bajo estudio, con
interaccion significativa dentro de la precision es- Medio=AUBLCUD
tablecida.

J

°\
-
AN

Figura 2.2: Medio: conjunto de sistemas que
interactiian con uno dado.

2.1.3. Universo local

Es el conjunto del sistema y el medio, simbdlica- Medio
mente U = AUM 4 como en la fig. 77. Se introdu-
ce el adjetivo local para despojarlo de cualquier
connotacion cosmoldgica. Si bien, por economia
de palabras, muchas afirmaciones termodinami-
cas se refieren al universo, debe siempre entender- Figura 2.3: Universo=Sistema U Medio.
se que se refieren al universo local definido aqui.

Sistema

2.2. Magnitudes extensivas

No se entrara aqui en la discusién sobre el significado de magnitud fisica, en su lu-
gar, parafraseando el vocabulario internacional de metrologia http://www.bipm.org/ se
aceptara que es aquella propiedad de un sistema que puede ser expresada cuantitavamente.

En termodinamica las magnitudes fisicas se clasifican principalmente en dos grupos
particularmente importantes, extensivas e intensivas. Las primeras, en particular, denota-
das como X (mayuscula), juegan un papel central en la descripcién termodindmica. Como
es frecuente en fisica, se dara una definiciéon operacional, es decir, un conjunto de reglas
que permiten identificar a una magnitud extensiva.

Para empezar, se establece preliminarmente que son magnitudes andlogas en cierto
modo a la masa, y se las podria llamar tipo masa, ya que la masa es el arquetipo de las
variables extensivas. También podrian ser llamadas tipo substancia, porque las propieda-
des que se enumera a continuacién son propias de una substancia entendida como algo
material. Su propidad basica es ser cuantificable. El uso correcto del lenguaje proporciona
ayuda al poder decirse que existen, hay, estan contenidas en el sistema, es decir, es posible
establecer su localizacién espacial en el interior de la superficie cerrada Yy que encierra
al volumen V. Asi la masa es una propidad extensiva de un sistema, al estar contenida en
este. El peso, en cambio, no lo es, al tratarse de la fuerza de interaccion gravitacional entre
el sistema y otro sistema. Seria inapropiado decir hay una fuerza, la afirmacién correcta
es: un sistema ejerce una fuerza sobre otro. En el caso de la figura, la fuerza de atraccion
gravitacional del Sol sobre la Tierra no esta contenida en uno u otra, sino que resulta de
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la interaccién entre ambos, como indica la figura 2.4.

vAS N B
R [ PRI
SFA

Figura 2.4: La fuerza F 1o es una magnitud extensiva

2.2.1. Tienen densidad

Al estar contenidas en una region del espacio, el sistema, se les puede asociar una
densidad volumétrica px = X/V. Algunos ejemplos son:

1.

2.

La masa M, a la que se asocia una densidad de masa py; = %

La carga © (no se usa () porque este simbolo se usard para referirse al calor), a la

que se asocia una densidad de carga pg = %

La energia E, a la que se asocia una densidad de energia pgp = %

El niimero de particulas N, al que se asocia una densidad de particulas py = % En
este caso py, usualmente denotada por n, no es independiente de py;.

Es posible que la magnitud extensiva en cuestién sea vectorial, por ejemplo, el
momento lineal p’ = mv. En este caso la densidad correspondiente es vectorial:

—

7
Pr= v

B XAUB:XA+XB
X pA:XA/VA’ pB:XB/VB

B

Figura 2.5: X denota a una magnitud extensiva

2.2.2. Son aditivas

La magnitud extensiva X contenida en un sistema es la suma de las contenidas en sus
partes. Considerar un sistema constituido por dos subsistemas A y B, es decir C = AU B,
entonces X¢o = X4 + Xp. Ejemplos siguen siendo los proporcionados mas arriba, lo
intersante es que ahora varios contraejemplos permiten identificar magnitudes como no
extensivas.

1.

La velocidad no es aditiva. Si un sistema estd constituido por dos particulas (sub-
sistemas) de velocidades ¥} y ¥ no tiene sentido definir una velocidad del sistema
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COMO Ugistema = U1 + Uz. Efectivamente, en mecanica se define la velocidad del centro

de masas como
miUq + X%

VoM = )
ma + mo

es decir, se acepta que las magnitudes aditivas son los momentos lineales y se des-
prende que la velocidad no es una magnitud extensiva.

2. La temperatura T tampoco es aditiva, si una taza contiene un liquido a la tempe-
ratura 17 y otra a la temperatura 77, no tiene sentido afirmar que la temperatura
del conjunto sea T'=T1 + T

2.2.3. Son transportables

Las magnitudes extensivas pueden ser transportadas, es decir, al traladar un sistema
se trasladan con él las magnitudes extensivas contenidas en él, lo que permite definir
corrientes. Esto se visualiza a través de algunos ejemplos:

1. La masa tiene asociada una corriente de masa, generalmente denominada flujo de
masa, definida por Iy = dM/dt. Se interpreta como la masa que ingresa al sistema
en la unidad de tiempo.

2. La carga O tiene asociada una corriente de carga, generalmente denominada co-
rriente eléctrica, definida por Ig = dO/dt. Se interpreta como la carga que ingresa
al sistema en la unidad de tiempo, y es una magnitud conocida en términos de
la carga transportada de un sistema a otro a través de un conductor eléctrico. La
expresion flujo de carga, menos frecuentemente usada, es igualmente correcta.

3. La energia tiene asociada una corriente de energia, usualmente denominada flujo de
energia, definida por I = dE/dt y que se interpreta como la energia que ingresa al
sistema en la unidad de tiempo.

4. Es interesante el caso del momento lineal, que, al ser un vector, tiene asociada una
corriente vectorial

LAy
=2
dt
Segun la mecénica, la fuerza se relaciona con el momento lineal a través de:
— d 7
F="
dt

Entonces, la corriente de momentum no es nada mas que la fuerza.

Estas consideraciones permiten observar que, al menos en algunos aspectos, la termo-
dindmica proporciona una vision unificadora de diferentes ramas de la fisica. La electrici-
dad como asociada al transporte de una magnitud extensiva denominada carga eléctrica,
la mecanica como el transporte de una magnitud extensiva denominada fuerza, etc.
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2.3. Magnitudes intensivas

Existe una definicion formal de las magnitudes intensivas, la que entregara en la seccién
9.1. Por ahora es conveniente presentar su interpretacién fisica como magnitudes con
propiedades diferentes a las de las extensivas.

En primer lugar, no siempre se puede decir que estén contenidas en el interior de un
sistema. En efecto, ;puede decirse que la velocidad de una particula esta contenida en la
particula, o en el sistema que la contiene? ;Y el caso de la temperatura? La respuesta es
dudosa, y esa duda indica que puede tratarse las magnitudes complementarias o intensivas.
La situacién es mas clara se da en el caso de la fuerza, la que no estd contenida en
un sistema sino que describe la interaccién entre dos sistemas. Por contraposicién a las
extensivas, las magnitudes intensivas:

2.3.1. En general no tienen densidad

En efecto, estas magnitudes, al no poderse localizarse en una region del espacio, carecen
en general de densidad. No obstante, hay magnitudes intensivas que en algunas situaciones
particulares pueden estar asociadas a una densidad, es el caso de la fuerza Fala que
en contextos apropiados se le puede asociar una densidad de fuerza, como la densidad de
fuerza electromagnética:

g dﬁ — —
fon = =5 = po(E +7 x B),

donde E es el campo eléctrico, U la velocidad con que se mueve localmente la velocidad de
carga pg v B el campo magnético. Resulta en cambio muy dificil imaginar una densidad
de temperatura o una de presion.

2.3.2. En general no son aditivas

Ya se mencion6é como contraejemplos de magnitudes extensivas a la velocidad y la
temperatura. El caso de la fuerza sigue siendo rebelde, porque la fuerza si posee propie-
dades de aditividad: la fuerza total ejercida sobre un sistema de particulas efectivamente
es la suma de las fuerzas ejercidas sobre cada una de las particulas.

2.3.3. En general no son transportables

En este caso parece claro que la fuerza no es transportable: jes posible guardar una
fuerza dentro de una maleta y transportarla? No, porque la fuerza nuevamente es una in-
teraccion entre dos sistemas. No es igualmente evidente que la temperatura o la velociadad
no puedan ser transportadas dentro de la maleta.

Las ambigiiedades anteriores seran resueltas de manera univoca al establecer la defi-
niciéon formal de magnitud intensiva, como asociada matematicamente a una magnitud
extensiva, en la seccién correspondiente. Por ahora baste considerar que las magnitudes
extensivas dependen del tamano del sistema, mientras que las intensivas no lo hacen: la
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presion de la atmoésfera es la misma, sea que consideremos un centimetro cuadrado o un
metro cuadrado.

2.3.4. El caso del volumen

Hay casos que no se pueden resolver directamente por medio de el procedimiento opera-
cional. El volumen de un sistema, ;jes una variable extensiva? Parece que se puede aceptar
que esté contenido en el sistema y es facil reconocer que es aditivo. La existencia de una
densidad, que por definicion debe ser la unidad adimensional, es formalmente aceptable.
Queda por precisar si es transportable, en el sentido de transferible. En efecto lo es, si el
volumen de un sistema crece a consecuencia del decremento del volumen de otro, podemos
aceptar que el segundo transfirié volumen al primero. Si bien la rigurosidad formal puede
parecer discutible, es practico, conveniente y no arrastra a ninguna contradiccion aceptar
que el volumen es una magnitud extensiva. Por motivos similares se acepta a la superficie
de un sistema como variable extensiva, aunque la densidad como superficie por unidad
de volumen no parezca satisfactoria a primera vista. Examinandolo con mayor cuidado,
y considerando por ejemplo un muestra de polvo fino, se observa que cada grano tiene
superficie y que el area total de la muestra es la suma de las areas de todos los granos.
Existe incluso una técnica experimental (denominada BET) para medir esta area.

Finalmente, no todas las variables fisicas pueden ser clasificadas como extensivas o
intensivas. El tiempo, por ejemplo, no parece corresponder a ninguna de las dos.

2.4. Redefiniciones en términos de magnitudes ex-
tensivas

2.4.1. Interaccion

Se dird que dos sistemas interactian si intercambian magnitudes extensivas en una
cantidad significativa en relacion a una precision arbitrariamente establecida y durante
el tiempo de la observacion. Esta definicién es menos restrictiva que lo que parece a
primera vista, siendo en realidad general. En el caso de la figura Sol-Tierra, estos estan
efectivamente intercambiando momentum lineal. En mecdnica dos cuerpos interactian
cuando uno ejerce fuerza sobre el otro y viceversa, en cuyo caso, segun la segunda ley de
Newton, estan intercambiando momento lineal o angular. Desde ya todas las interacciones
mecanicas estan incluidas en esta definicion. Se desafia al lector a encontrar un ejemplo
de interaccion que no esté asociado a una transferencia de magnitudes extensivas.

2.4.2. Sistema aislado en el sentido termodinamico

Se denominara de este modo, aunque generalmente se abrevie como sistema aislado a
un sistema que no intercambia magnitudes extensivas con el medio mas alla de una pre-
cision dada. Inversamente, se puede decir que el sistema puede intercambiar magnitudes
extensivas con el medio siempre que ese intercambio se encuentre por debajo del limite
de deteccién, lo que esta determinado por la precision y duracion del mismo.
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2.4.3. La expansion libre

Un ejemplo que ilustra el concepto anterior es uno de los experimentos pensados mas
comunes de la termodinamica: la expansién libre representada en la figura 2.6. Se trata de
dos sistemas aislados termodindmicamente del medio e, inicialmente, entre ellos. Ambos
contienen gases, puede ser el mismo gas, a presiones diferentes: en particular el volumen
de la derecha puede estar vacio. Los dos sectores estan conectados a través de una valvula.
En estricto sentido, es imposible que la valvula pueda ser abierta sin violar la condicion
de aislamiento del medio. En el sentido termodinamico, sin embargo, lo que importa es
que la accién de abrir la valvula, accién que debe ser ejecutada por un agente externo, es
decir el medio, esté o no asociada a un intercambio detectable de maginitudes extensivas.
Desde este punto de vista, siempre que la accién de abrir la valvula no implique entregar
al sistema una energia significativa en relacién a la energia contenida en el sistema, es
posible abrir la valvula sin violar la condicién de aislamiento en el sentido termodinamico.

Para fijar ideas, si el volumen es del orden de un litro, a presion y temperatura am-
biente, y sabiendo que la densidad del aire es de aproximadamente 1kg/m?, la masa m
de aire encerrado sera de 0,001 kg. Suponiendo que la velocidad molecular promedio es
del orden de la velocidad del sonido, ¢s ~ 340m/s, la energia cinética contenida en el
recipiente es K = %mcg ~ 60J. Por otra parte, si se supone una observacién de gran
precision, por ejempl 1 ppm, inalcanzable en la mayoria de los experimentos usuales, se
debe pedir que el accionar de la valvula requiera de un suministro de energia menor que
60,/1000000 = 6 x 107°J. Esto puede resultar dificil, pero en principio se puede lograr de
una manera complicada: usar valvulas de diferente tipo (diferente suministro de energia)
y extrapolar a valor cero.

Figura 2.6: Expansion libre: el gas se encuentra inicialmente confinado a la izquierda,
hasta que se abre la valvula

2.5. Estados, procesos y variables de estado

2.5.1. Estados

Se dice que un sistema se encuentra en un estado si es posible proveer un listado
suficiente de los valores de las magnitudes fisicas del mismo, donde suficiente significa que
todas las deméas magnitudes fisicas puedan derivarse de las previamente especificadas. La
especificacion a que se hace referencia supone un sistema clasico, puesto que la descripcion
en un sistema cuantico es diferente.

Un ejemplo inmediato lo constituye la especificacion del estado de una particula en
mecanica, donde generalmente se busca expresar la trayectoria de la particula en funcién
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del tiempo Z(t). Por otra parte, la especificacién del estado de la particula en un instante
dado requiere especificar seis nimeros, correspondientes a las coordenadas y momento
lineal ¥ y p, ya que se requiere de ambos para encontrar la energia de la misma.

Esta forma de analisis también se usa en mecdanica, considerando al tiempo como un
pardametro que se elimina para expresar el momentum en funcién de las coordenadas (o
al revés), lo que se denomina representacion en el espacio de fases. A modo de ejemplo
considerar el movimiento de una masa atada a un resorte, que experimenta un movimiento
armonico simple descrito por:

x(t) = x,sen(wt)

p(t) = mz,w cos(wt)

donde w = /K /m es la frecuencia angular, K la constante del resorte (de masa despre-
ciable) y m la masa de la particula, siendo x, la amplitud. Es posible eliminar el tiempo
entre ambas ecuaciones notando que la energia F de la particula es

1 1
E=_-Ka*+ —p*
2 om?
expresion que no incluye explicitamente al tiempo y que se representa como una elipse

en el espacio de fases = — p.

a) Representacion temporal: b) Representacion en el espacio
x(t), p(1). de fases: p=p(x)

(==Y

)
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Figura 2.7: Movimiento arménico: a) representacién temporal, b) representacién en el
espacio de fases

El estado de la particula (en cada instante) se especifica por medio de tres magnitu-
des fisicas: el momento lineal, la coordenada y la energfa (representacién redundante por
cuanto la energia puede calcularse de las dos anteriores). Ambas descripciones se muestran
en la figura 2.7. Esta forma de describir un estado no seria posible en mecanica cuanti-

ca, por cuanto no se puede especificar simultaneamente la coordenada y la componente
correspondiente del momento lineal.
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2.5.2. Procesos

Un proceso es la trancision entre dos estados. La figura 2.8 representa la transicion
desde un estado 1 especificado por z1 y p1 a otro especificado por zz y ps, lo que co-
rresponde a un proceso de aceleracion determinado por medio de una fuerza f. Existen
importantes diferencias entre los conceptos de estado y proceso. Dados los dos estados
1y 2, existen muchos procesos diferentes a), b), ¢), d),... que conectan el mismo estado
inicial con el mismo estado final. Otra diferencia es que los estados inicial y final quedan
completamente descritos asignando los dos valores (x y p) a cada uno, mientras que la
especificacion del proceso requiere conocer todos los estados intermedios.

Nuevamente la situacién en mecanica cuantica difiere del ejemplo: en ese caso no se
conocen los estados intermedios del proceso y el intento por determinarlos alteraria el
proceso.

Procesos
a
- -
P S—

Figura 2.8: Particula que experimenta un proceso de aceleracion

2.5.3. Variables de estado

El ejemplo anterior es conveniente para ilustrar este concepto: la coordenada y el
momento lineal caracterizan un estado y son por lo tanto variables de estado. La fuerza,
por otra parte, esta asociada al proceso. El uso correcto del lenguaje permite identificarlas,
ya que tiene sentido preguntar: “; Cuanto momentum tiene la particula en el estado 177,
pero no lo tiene preguntar “;Cuanta fuerza tiene la particula en el estado 17”7, de donde
se infiere que la fuerza (y la aceleracién) no son variables de estado.

Mas en general, la definicién de variable de estado es tautologica. En efecto, un estado
se caracteriza por medio de la especificacién de un subconjunto de sus magnitudes fisicas,
las que reciben el nombre de variables de estado. Se concluye que (aqui esté la tautologia),
dado un estado, los valores de sus variables de estado no dependen del proceso por medio
del cual se llegd a ese estado. Existen magnitudes (como el calor y el trabajo) que si
dependen del proceso (ademéds de los estados inicial y final, claro) y que por lo tanto no
son funciones de estado.

En las figuras de estos apuntes las variables de estado se escribiran generalmente dentro
del cuadro que representa al estado, y las que no lo son y por lo tanto estan adscritas al
proceso, fuera de los cuadros.
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2.5.4. Procesos ciclicos

Un sistema experimenta un proceso ciclico si el estado final es igual al inicial, pudiendo
existir estados intermedios diferentes. Es importante notar que el hecho que el el sistema
experimente un proceso ciclico no significa necesariamente que el medio -ni el universo-
lo hagan.

Si el sistema experimenta un proceso ciclico, sus variables de estado son iguales en am-
bos estados, inicial y final. Reciprocamente, si las variables de estado asumen los mismos
valores al final de proceso (iguales a los iniciales) el proceso fue necesariamente ciclico.

2.6. Ligaduras

Muchos procesos se encuentran impedidos o bloqueados debido a que las condiciones
impuestas al sistema le impiden evolucionar.

Definicién de ligadura Se define una ligadura como cualquier restriccién que impide
evolucionar a un sistema.

Un ejemplo es la expansién libre, representada en la figura 2.6. Como se discutio en
la seccién correspondiente, es posible, en principio, abrir la valvula sin que el intercambio
de energia entre el medio (el agente que abre la valvula) y el sistema sea significativo,
comparado a la energia total del gas. De este modo es posible relajar la ligadura sin que
el sistema pierda su caracteristica de aislado en el sentido termodindmico. Este tipo de
proceso, el que se desencadena al relajar una ligadura, serd la base de la discusion sobre
la segunda ley de la termodinamica.
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Capitulo 3

Sistemas macroscopicos y
microscopicos

En estos apuntes la palabra microscopico se aplica a sistemas que se describen detalla-
damente (es decir, se provee toda la informacién posible) a través de un nimero reducido
de variables. Asi, un sélido rigido es un sistema microscépico, por cuanto se puede descri-
bir en cada instante entregando la posicién y velocidad del centro de masa, los angulos de
rotacién (dngulos de Euler) y el momento angular. Esto contrasta con la interpretacion
comun de microscopico como atémico o molecular. El sdlido indicado puede tener una
enorme cantidad de dtomos, del orden de 10%° y se sigue considerando microscépico.

Si, por otra parte, el sélido fuera calentado hasta vaporizarlo por completo, la fase
fluida no es rigida y cada dtomo o molécula se mueve mas o menos libremente. En este caso
la especificacién detallada requiere enumerar las coordenadas y velocidades (o momentos)
de cada uno de los 10?° 4tomos, lo que es un asunto completamente diferente.

3.1. Estados microscopicos o configuraciones

En principio parece concebible describir un sistema fisico de manera detallada, en-
tregando en cada instante un listado de las magnitudes de sus variables dinamicas, por
ejemplo la posicion y momento de cada particula. Esto funciona més o menos bien para
una particula y pareciera que también para un nimero reducido de ellas. Si el nimero N
crece a 10% particulas, que si son moléculas equivalen a algo menos de 4 cm? de un gas,
se requerirfa especificar 6 x 10?° valores entre coordenadas y momentos. Si se considera
que cada valor numérico requiere de varios bytes para ser almacenado, el nimero de bytes
necesarios para almacenar esa informacién es mayor que 10%!, equivalente a 10° terabytes
(tera=10'?) o unos cien millones de discos duros (al momento de la redaccién de estos
apuntes).

Si ademaés se deseara calcular las trayectorias de las N = 10?° particulas se requeriria
resolver N ecuaciones de la forma:

—

mt; = F(#, @..., 730) (3.1)

donde F, es la fuerza sobre la particula 1—ésima, fuerza que depende de N variables
vectoriales o 3N variables en total, eso suponiendo que las fuerzas no dependan de las
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velocidades. Mas aun, son N ecuaciones diferenciales y no hay poder computacional dis-
ponible para ello. Mas aun, tampoco se conocen las fuerzas F. Luego, es imposible proveer
una descripcién detallada.

El enfoque a seguir debe ser entonces diferente: en lugar de considerad cada particula
como un sistema, se considera al conjunto de las N particulas como un sistema en si (este
se llamard sistema macroscépico). Luego se buscard leyes que describan este sistema, por
lo que posiblemente las coordenadas y velocidades (variables microscopicas) no sean de
utilidad y se deberd buscar otras variables relevantes (variables macroscépicas).

Si bien la descripcién microscopica parece ser inaccesible, se aceptara que esta existe.
Se define como configuracion al estado microscépico completamente especificado descrito
con el nivel maximo de detalle concebible.

3.1.1. Ejemplos

El caso de los 4 cm? de gas del caso anterior permite ilustrar qué son las configuraciones:
cada posible asignacién de coordenadas y de momentos (o velocidades) a cada una de las
moléculas del gas constituye una configuracién diferente. Cada configuracién fisicamente
diferente requiere entonces especificar 6N nimeros. El nimero de configuraciones mismo
es enorme.

La figura 8.1 ilustra diferentes configuraciones en un sélido con vacantes: cada conjunto
de posiciones atémicas vacias es una configuracion diferente.

3.2. Estados macroscépicos o macroestados

Considérese ahora un sistema macroscopico, como ejemplo el mismo gas anterior.
Desde el punto de vista de las mediciones que se pueden realizar en el laboratorio con el
propésito de determinar sus propiedades, las coordenadas y momentos de cada molécula,
ademds de imposibles de especificar en la practica, son de poco interés. Las magnitudes
que se mide son la presion P, el volumen V| la temperatura 7', la masa M... y ya se hace
dificil especificar qué otras propidades adicionales son interesantes (la naturaleza quimica
del gas y alguna otras pocas). De trata de un ntiimero reducido de variables que especifican
el estado macroscopico o macroestado del gas.

Otro posible ejemplo es el del sélido con vacantes de la figura 8.1: desde el punto de
vista macroscépico (las propiedades que realmente medimos) solamente interesa el nimero
total de vacantes, mientras el como se encuentren estas distribuidas en el sélido no afecta
sensiblemente las propiedades fisicas, en particular el volumen, la energia, temperatura y
presion (y unas pocas mas, como la absorcién éptica).

En general se llamara macroestado a aquel estado que se puede describir completa-
mente a partir de mediciones de magnitudes macroscopicas, que son las que se puede
normalmente medir. Se trata de un niimero reducido de variables: volumen, presién, tem-
peratura, masa, energia y otras pocas mas. En lo que sigue de estos apuntes se usara la
palabra estado para referirse a los estados macroscopicos.

'La literatura usa la expresién microestado para referirse a los estados microscépicos, es lo mismo
que configuracién.
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La tabla 5.1 resume las consideraciones anteriores

Tabla 3.1: Sistemas microscopicos y macroscopicos

Sistema microscépico

Sistema macroscopico

Una particula o dos

Muchas: 4 cm? de gas equivale a
10%° particulas

Existe una descripcion detallada.
Se trata de conocer en cada instante
6 numeros: x(t) y p(t)

Aunque se acepte que la descripcion
detallada exista, ésta es inaccesible:
requiere especificar las posiciones
y momenta de muchas particulas

La descripcion detallada es til: en el caso
del paso de una molécula por un tubo
basta conocer su posicion y momentum

La descripcion detallada es inttil.
Conocer v; para cada molécula

no ayuda a comprender el flujo del gas
la velocidad promedio es més 1til

El problema se ataca resolviendo las ecs.
de Newton: dp;/dt = F;(21, 21, ..., ¥x)

Se requiere técnicas diferentes

Cada particula es un sistema

El conjunto de las N particulas

se considera un solo sistema

3.2.1. Configuraciones accesibles

La observacién de la figura 8.1 indica dos cosas:

1. Hay varios configuraciones (en el ejemplo, diferentes posiciones ausentes) que co-
rresponden al mismo macroestado (nimero dado de vacantes total).

2. Si el sistema es grande, estos configuraciones son muchas.

Analizar el ejemplo del gas conduce a conclusiones parecidas. Si el macroestado se
especifica indicando el volumen V' del recipiente que encierra al gas, y la energia E del
mismo, hay muchas configuraciones diferentes que corresponden a las mismas propiedes
medibles (macroscépicas). Por ejemplo, intercambiar la velocidad de la molécula i por la
de la molécula j conduce a una configuracion diferente, pero no altera ni la energia ni
el volumen del gas. Rotar la velocidad de (todas) las particulas en un angulo cualquiera
con respecto a un eje cualquiera cambia las velocidades de las moléculas, originando una
configuracion diferente, pero siempre manteniendo la energia y el volumen. Sin embargo,
no cualquier accion de este tipo es posible: duplicar las velocidades de todas las moléculas
conduce a una configuracion diferente, la que no corresponde al macroestado anterior,
porque se cambié la energia del sistema. La figura 3.1 ilustra diferentes distribuciones de
las velocidades macroscépicamente equivalentes: al rotarse las velocidades las moléculas
se mantienen en el mismo volumen, pero ejercen el mismo nimero de colisiones sobre
las paredes y por ende ejercen la misma presién, a pesar de tratarse de configuraciones
diferentes.
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Figura 3.1: Diferentes distribuciones de las velocidas, macroscopicamente equivalentes

Definicién Dado un estado macroscépico o (macro)estado, se denomina configuraciones
accesibles a todas aquellas configuraciones que corresponden al (macro)estado especifica-
do.

Una manera pictérica de imaginarlo es la de la figura 3.2, que representa una caja
“negra” en cuyo interior no podemos mirar. Las variables macroscépicas que definen el
macroestado son posiblemente el volumen V' y la masa M de la caja con su contenido: se
miden con una regla y una balanza.

™

Figura 3.2: Diferentes distribuciones de los objetos dentro de una caja

Sin embargo, desconocemos qué objetos hay en su interior y cémo estan distribuidos.
Es posible agitar la caja, lo que hace que los objetos en el interior cambien de posicion.
Cada posible forma de colocar los objetos en el interior de la caja es en este ejemplo
una configuracién diferente, pero todas corresponden al mismo (macro)estado y son por
lo tanto accesibles al (macro)estado de volumen V' y masa M. En cierto modo el (ma-
cro)estado corresponde a variables “visibles” y los configuraciones (accesibles) a todas las
posibilidades (compatibles) de variables “ocultas” o “internas” del sistema.

3.2.2. Numero de configuraciones accesibles ()

Considerar un sistema que se encuentra en un estado (macroscépico) definido por sus
variables (macroscépicas). Se llama configuraciones accesibles a aquellas configuraciones
(estados microscopicos) consistentes con el estado macroscopico.

En el ejemplo del gas las varibles macroscépicas son la presion, energia, volumen, etc.
Seran configuraciones accesibles todas aquellas que cumplan las condiciones:

1. Todas y cada una de las moléculas se encuentran en el interior del volumen V' del
recipiente:
@eV, Vi=1,2.N (3.2)
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2. La energia, puramente cinética en este ejemplo, deber F. Eso significa que la suma
de las energias cinéticas, molécula a molécula, debe ser F:

1=
1
Z -2
e 2
=1
ecuacion que impone una restriccion sobre las velocidades, no cualquier eleccion de

ellas cumple con la restriccion.

Notar que si una sola de las moléculas esta fuera del recipiente, o la restriccién de la
energia no se cumple, el microestado en cuestién no es accesible al estado macroscopico
especificado.

3.3. Propiedades de ()

() es variable macroscépica

En efecto, €2 esta definido como el ntimero de microestados consistentes con un estado
macroscépico dado, luego es el estado macroscopico el que determina €.

Dependencia de () con el tamano del sistema

Considerar dos subsistemas A y B, que no interactiian entre ellos, cada uno de ellos
en un estado (macroscépico) dado. Entonces A tiene Q4 microestados accesibles i =
1,2,3,...024. Del mismo modo B tiene 2g microestados accesibles j = 1,2,3,...0p

Considerar ahora el sistema AU B. Si A se encuentra, por ejemplo, en el microestado
1 =1, B se puede encontrar en cualquiera de los microestados 7 = 1,2,...Q0g. Se concluye

entonces que
Q(AUB):QAXQB (34)

Esto significa que €2 crece multiplicativamente con el tamano del sistema y alcanza valores
inmensos en sistemas macroscopicos.
Dependencia de () con la energia del sistema

Una consideracion no fisica permite establecer que € crece con la energia. En cierta me-
dida, la energia es al sistema como el dinero para nosotros, de modo que le permite acceder
a configuraciones. Considérese que se dispone de una cantidad de 1000 pesos. ;Cuantas
cosas diferentes se puede comprar en la cafeteria? Seguramente muy pocas. Supdéngase
ahora que se dispone del doble, 2000 pesos. ;Se duplica el nimero de posibilidades? Esta
claro que no, puesto que ahora se puede:

1. Comprar las mismas cosas que antes
2. Comprar cosas que antes no se podia comprar

3. Comprar combinaciones de cosas que no eran posibles con 1000 pesos.
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En la seccién sobre modelos, en particular el del gas ideal, ec. (8.12) se verd que en
algunos sistemas simples el crecimiento de €2 con la energia suele seguir una ley de la forma
Q ~ EV donde N es el nimero de particulas. Esto significa que Q2 crece rdpidamente con
la energia. *

3.4. Equilibrio

Existen estados particulares, llamados de equilibrio, a los que se recurrird numerosas
veces, por lo que es conveniente estudiarlos a partir del caso méas cercano a la experiencia
académica, que es el caso mecanico.

3.4.1. Equilibrio mecanico

Generalmente la condicién de equilibrio mecanico de una particula se describe afir-
mando que la fuerza neta (o suma de todas las fuerzas) que actian sobre ella cuando se
encuentra en una posicion dada z, es nula:

Z Fi(x,) =0 (3.5)

Equilibrio mecanico estable

Si bien la condicién (3.5) define el equilibrio, la estabilidad requiere establecer condi-
ciones adicionales: si la particula se aleja ligeramente de su posicion de equilibrio, deben
aparecer fuerzas restitutivas que la lleven de regreso a la posicion de equilibrio. De lo
contrario el equilibrio no es estable.

Equilibrio mecanico inestable

Por el contrario, el equilibrio es inestable si al alejar la particula ligeramente de la
posicién de equilibrio aparecen fuerzas que la alejan de la posicion de equilibrio inicial.
Es virtualmente imposible observar ese equilibrio en la practica.

Equilibrio mecanico metaestable

Existe otra situacion, frecuente en la practica. La particula puede encontrarse en una
posicién de equilibrio 2, que satisface la condicion ), E(azm) = 0. Es posible que des-
plazamientos pequenos o moderados den origen a fuerzas restitutivas, pero existe uno o
mas desplazamientos umbrales tales que, si se los supera, aparezcan fuerzas que alejan
a la particula del equilibrio (y posiblemente la llevan a otro estado de equilibrio). Este
equilibrio se denomina metaestable.

2Existen, sin embargo, ejemplos en que esto podria no ocurrir para algunos valores de la energia
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Equilibrio y energia potencial

Si las fuerzas son conservativas y se pueden deri-

var de un potencial U(Z), los tres casos anteriores U
. . —. Inestable
se expresan de manera concisa como sigue:
EﬂC(
1. Equilibrio estable: es un minimo absoluto Metaestable
de la energia potencial Ocsianie

2. Equilibrio inestable: es un méaximo de la g

energfa potencial (absoluto o relativo) Figura 3.3: Equilibrio mecdnico me-
taestable, inestable y estable, de iz-

3. Equilibrio metaestable: es un minimo rela-
quierda a derecha.

tivo de la energia potencial

Estas condiciones estan representadas en la figura 3.3, en la que ademas se aprecia la
energia de activacion FE,., la energia minima que es necesario entregar al sistema para
sacarlo del equilibrio metaestable.

Notar que la condicién de equilibrio significa que el sistema no evoluciona en el tiempo.
Maés aun, para pasar de una posicién de equilibrio (la metaestable) a otra, el sistema debe
pasar necesariamente por estados intermedios que no son de equilibrio. También debe
notarse que el equilibrio descrito aqui corresponde a un sistema microscopico. En lo que
sigue se estudiard sistemas macroscopicos.

3.4.2. Equilibrio en un sistema P-V-T

Sistema PV T Embolo mévil ideal

Se denomina sistemas P-V-T a aquellos que pue-
den describirse apropiadamente a través de las
variables medibles presion, volumen y temperatu-
ra. La figura 3.4 describe un sistema de este tipo,
dividido en dos subsistemas A y B, de modo que
el sistema AUB esta aislado. Al estar separados

Pe

por un émbolo mévil, la condicién de equilibrio
mecanico entre ambos subsistemas es que se en-
cuentren a la misma presion, Py, = Pg.

Figura 3.4: Equilibrio mecanico PV'T.

En este caso el volumen de ambos sistemas es constante y no hay transferencia de
volumen en el sentido discuido anteriormente en la subseccion 2.3.4. La presion es una va-
riable macroscépica y se debe a las colisiones aleatorias de las moléculas en los recipientes
Ay B con ambos lados del émbolo.
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3.4.3. Equilibrio eléctrico

La figura 3.5 esquematiza dos sistemas A y B
conectados entre si a través de un resistor, en este
B

caso de mil Ohms“. La condicién de equilibrio es A @7.
que no exista flujo de carga eléctrica -corriente-

lo que exige que los potenciales eléctricos sean
iguales: ¢4 = ¢p.

Figura 3.5: Equilibrio mecanico de dos siste-
“Se coloca Ohm y no su sfmbolo €2 ya que este puede mas macroscépicos.
confundirse con el nimero de configuraciones.

3.4.4. Equilibrio quimico

Dos sistemas se encuentran en equilibrio quimico si la composiciéon quimica de cada
uno de ellos se mantiente estable en el tiempo. También esto significa que los sistemas en
equilibrio comparten una propiedad intensiva, denominada potencial quimico, que sera
definida mas adelante.

3.4.5. Equilibrio térmico

Aunque aun no se ha introducido el concepto, el calor es una experiencia de la vida
diaria. Dos sistemas se encuentran en equilibrio térmico si no existe transferencia térmica
(calor) entre ellos. Para que esto ocurra, deben compartir una propiedad en comin que
en la seccion 7.1 se denominard temperatura.

3.4.6. Equilibrio termodinamico

Se dice que dos sistemas se encuentran en equilibrio termodinamico entre si se cumplen
todos los equilibrios anteriormente mencionados, més algunos adicionales si correspondie-
ra, dependiendo de los detalles del sistema fisico.

Observaciones

= Puesto que un sistema siempre puede subdividirse en subsistemas, las condiciones
de equilibrio indicadas para sistemas de a pares son también aplicables en el interior
de cada sistema. El equilibrio requiere entonces que la presiéon sea la misma en todo
el sistema, del mismo modo que el potencial eléctrico, la temperatura, etc. *

= Mas en general, en equilibrio termodinamico todas las magnitudes intensivas deben
ser uniformes?, de modo que no existe flujo de magnitudes extensivas dentro del
sistema o entre cualquiera de sus partes.

3Esto supone que el sistema no se encuentra bajo la accién de fuerzas externas. En un campo gravi-
tatorio, por ejemplo, la presién en equilibrio si depende de la altura.
4Considérese, sin embargo, la nota anterior.
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» Los sistemas macroscopicos en equilibrio no evolucionan en el tiempo, por lo que
para pasar de un estado de equilibrio a otro distinto (de equilibrio o no) deben pasar
por estados intermedios que no son de equilibrio.

» Kl equilibrio de los sistemas macroscépicos aqui considerados no significa que sean
estados “muertos” en los que no ocurre nada. Aunque la presién sea uniforme, por
ejemplo, si existe agitacién molecular y el sistema esta “saltando” permanentemente
de una configuracion accesible a otra.

Universidad de Chile. Version beta en desarrollo41



Universidad de Chile. Versiéon beta en desarrollo42



Capitulo 4

Entropia

El concepto de entropia fue introducido por Rudolf Clausius en 1865. Fue descrito en
ese momento como Verwandlungsinhalt (en aleman Verwandlung significa transformacion
e Inhalt, contenido), contenido transformador. Ademds desarrollé -inventé- la palabra
entropia derivandola de palabras griegas. En esa época se expreso en términos de magni-
tudes fisicamente medibles, como temperatura y calor, para ser redefinida mas adelante
en términos estadisticos, opcién que se seleccioné para estos apuntes. Esta opcion se di-
fundié a otras disciplinas como la informéatica y es ampliamente usada en diferentes areas
de las ciencias y la ingenieria, particularmente a través de un procedimiento denominado
principio de entropia mdxrima.

4.1. Incertidumbre

. Es posible medir la cantidad de conocimiento que se dispone sobre un sistema? Equi-
valentemente ;es posible medir la ignorancia? En principio se podria afirmar que ignora-
mos tanto del mundo que nuestro desconocimiento es no acotado. Es posible sin embargo
limitar la discusién a un sistema dado: en principio es concebible determinar cuanto es
posible saber del mismo, cuanto realmente se sabe y cuanto falta por saber.

4.1.1. Eventos

Considerar un sistema que se puede encontrar en ciertos estados particulares que
en esta seccién se denominaran eventos. Estos se interpretan como un conjunto de (2
elementos, rotulados con un indice i = 1,2, ...2 y a cada uno de los cuales se le asigna un
valor x; con las siguientes restricciones ':

() S =1

IEstas definiciones pueden reconocerse como las de evento y probabilidad en un espacio muestral,
conceptos usados en teoria de probabilidades. No describen necesariamente un sistema fisico y no deben
confundirse con las configuraciones fisicas que se discuten més adelante.
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La magnitud z; es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el evento i—ésimo.
Es importante notar que si uno de los z;, por ejemplo x; es igual a uno, todos los demas
son nulos y sabemos exactamente en qué evento se encuentra el sistema, por lo que en
este caso la ignorancia o incertidumbre sobre el sistema es nula (se sabe todo lo que es
posible saber).

Conviene aclarar la diferencia entre evento y estado fisico de un sistema, lo que es facil
por medio de algunos ejemplos. Una moneda tirada al aire puede describirse por medio
del lado que queda hacia arriba, anverso o reverso, por lo que se le asigna dos eventos
“1”7 (cara) y “2” (sello) con probabilidades z; y o = 1 — x;. Como sistema fisico, sin
embargo, seria necesario determinar la posicién y orientacion de la moneda, asi como su
masa, temperatura, composicién, etc. Un sistema fisico requiere de una descripcién més
detallada y la especificacion de los valores de magnitudes fisicas.

Un segundo ejemplo lo constituye un elemento de memoria RAM que, desde el punto
de vista l6gico, puede asumir los valores 0 o 1. Desde el punto de vista fisico, sin embargo,
se trata de un condensador, cargado a 1 V para indicar un uno y a 0 V para indicar un
cero. No obstante, puede estar cargado con cualquier voltaje en el intevalo (por ejemplo)
[0,9;1,1] V y estar indicando légicamente un uno. Nuevamente la especificacién del siste-
ma fisico es més detallada y muchos estados fisicos diferentes pueden corresponder a un
mismo evento.

4.1.2. Funcion incertidumbre

El propédsito de esta seccion es definir una funcién que permita expresar cuantitati-
vamente la incertidumbre que afecta a un sistema bajo la condicion que se encuentre en
algin evento de probabilidad x. Se establecen, solamente por conveniencia, las siguientes
restricciones:

1. Se impone primero una condicién no evidente, pero eminentemente practica: la
aditividad. La incertidumbre asociada al conjunto de dos sistemas independientes,
en el sentido de que lo que ocurre en uno no afecta lo que ocurre en el otro, debe
ser igual a la suma de las incertidumbres asociadas a cada uno.

2. Por convencién la incertidumbre se elige no negativa, no se evidencia ninguna pérdi-
da de generalidad por esta imposicion.

La condicién de aditividad limita severamente la eleccién de la funcién de incertidum-
bre f(x), donde x es una probabilidad 0 < x < 1. En efecto, si dos eventos independientes
tienen probabilidades = e y, la probabilidad del evento conjunto sera zy. La condicién de
aditividad establece que:

floy) = F@) + 1) o (1.1

Al derivar parcialmente con respecto a z, denotando f’ la derivada total de la funcién
f (que es de una sola variable) y aplicando la regla de la cadena se obtiene:

o ay) = flla) )2

3 (4.2)
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Al derivar ahora con respecto a y queda:

vy f"(xy) + f'(xy) =0 (4.3)
Introduciendo la nueva variable © = xy la expresion anterior se reescribe como:
wf"(u) + f'(u) = (uf'(u) =0 (4.4)
de donde inmediatamente:
uf'(u)=A (4.5)
que al integrar conduce a
f(u) = Aln(u) + B (4.6)

donde A y B son constantes de integracion.
Si se impone la condicién (1), aditividad:

f(xy) = f(x) + f(y)
Aln(zy) + B = Aln(x)+ B+ Aln(y) + B
Aln(xy) + B = Aln(z) + Aln(y) + 2B
Aln(zy) + B = Aln(zy) + 2B

de donde se deduce que B = 0. La condicién (2) impone ademés que f sea no negativa,
por lo que la constante A debe ser negativa, lo que permite reescribir f como

f(z) = —KlIn(z) = KIn(1/x) (4.7)

donde K es una constante positiva cualquiera. Esta es la forma més general que puede
asumir la funcion de incertidumbre, siendo el valor de la constante K la tinica arbitrariedad
posible en su determinacion.

4.1.3. Incertidumbre promedio

Ahora se considera un conjunto de €2 eventos de probabilidades z; ¢ = 1,...Q y que
satisface Z?:l z; = 1. Entonces la incertidumbre promedio I se calcula como:

Q

Q
I[=K) win(l/z;) =kp Y  —ziln(z;) (4.8)

i=1 =1

donde se acepta que 0ln(0) = 0, expresion que proviene del limite de zin(z) cuando z — 0.

2Esta es la forma comtin de calcular promedio pesado o prorrateo y deberia resultar familiar. Si un
curso tiene, por ejemplo, tres controles cuyo promedio C es el 60 % de la nota y un examen E que pesa
el 40 % restante, la nota final se calcula como ), z;N;, donde los N; son las notas de control y examen,
CyE, ylosz; sonxzy =0,6y x2 =0,4, cuya suma es la unidad.
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4.1.4. Propiedades de la funcion incertidumbre

Ahora se verificara que se cumplen las condiciones especificadas anteriormente.

1. No negatividad. Todos los x; son mayores que cero. Puesto que ademés son menores
o iguales a la unidad, su logaritmo es negativo o cero, nunca positivo, por lo que
todos los términos de la ecuacién 4.8 son no negativos y por lo tanto I es no negativo.

2. Aditividad. Considerar ahora dos subsistemas A y B, uno de ellos caracterizado por
los eventos i de probabilidades x; con 1 = 1,2,...024 y el otro por los eventos j de
probabilidades y; con j = 1,2,...Q5. Un evento ¢;; del sistema conjunto AU B
estd caracterizado por la probabilidad z;; de que el subsistema A se encuentre en el
evento ¢ y el B en el j. Como ambos se suponen idependientes debe ser z;; = ;y;.
Aplicando la definicién 4.8, la incertidumbre asociada al sistema completo (AU B)

es:
Qa4 Qp
I(AUB) = —kp Zzwln(z” = —kp Zszyjln TiY;).
2% i=1 j=1
Usando In(z;y;) = In(z;) + In(y;) queda:
QA QB QA QB
(A U B = _kB Z Z xzy]ln xz k:B Z Z xiyjln(yj)7
i=1 j=1 i=1 j=1

que se puede reescribir:

Qp Qyu
I(AU B) ——k:BZijxlnxz k;BZa:ZZy]lny].

Ahora se usa nuevamente la deficinién 4.8:

Qg
Z xiln(x;) = Ia
i=1

que junto a la condicién de normalizacién IT:

Q4
i=1
y usando las formas simétricas para el subsistema B conduce a:

Tawvp =14+ 1Ip

que es lo que se queria probar.

I cumple ademas dos propiedades adicionales:
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3.

4.2,

Incertidumbre minima. Supdngase que se sabe en qué evento se encuentra el siste-
ma, por ejemplo, el primero. Entonces z1=1y z1in(z;) = In(1) = 0. Debido a la
condicién 11 todos los otros z; deben ser nulos y se cumple 0/n(0) = 0, por lo que
no contribuyen a la suma, siendo I = 0.

Una ultima propiedad se refiere a la incertidumbre maxima. Para obtenerla es ne-
cesario maximizar la funciéon I definida en la ecuacion 4.8 sujeta a la restriccion
11, lo que se realiza por medio de los multiplicadores de Lagrange. Esto equivale a
maximizar la funcion:

I(xy, 29, ..., xq :—KZx,ln (x;) sz—l

La maximizacién debe llevarse a cabo con respecto a todos los x; y a A\, considerados
como variables independientes. Derivar con respecto a uno de los z;, por ejemplo
1, arroja:

ol
Froe =K(1+In(z1)) —A=0
In(z;) =A—1

De aqui se deduce que x7 y, por lo tanto, los z; que maximizan I no dependen de
1y son por lo tanto iguales: x; = C' constante. Reemplazando en la condicién de
normalizacion 11 se llega a:

es decir, QC = 1, por lo que C' = z; = 1/Q, es decir, el maximo de I se obtie-
ne cuando los eventos son equiprobables. Adicionalmente, el valor maximo de la
incertidumbre promedio es:

Lnaw = K1InQ (4.9)

Entropia asociada a un conjunto de eventos

4.2.1. Entropia “matematica”

En muchos contextos se elige K = 1, con lo cual la incertidumbre quedara como:

Q
— Z xiln(z;)
i=1

funcién que mide la incertidumbre asociada a un sistema que se encuentra en alguno de
sus {2 eventos con probabilidad x;, incertidumbre que es nula si alguno de los z; es igual a
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la unidad y que alcanza el valor méximo In(£2) si los eventos son equiprobables. Se suele
denominar entropia (matemética) a secas.
Es posible extender la definicién 4.8 al caso continuo,

1=~ [ f@n(f)ds

donde f(x) es una funcién no negativa cuya integral, definida sobre todo el intervalo
en que estd definida la funcién, es la unidad. La expresion 4.2.1 también considera la
integracién sobre el dominio en que esta definida la funcion.
Un ejemplo interesante es el de la funcién de Gauss normalizada, definida como:

6712/(202)

fo(z) = (2r02)1/2 (4.10)

Su incertidumbre serd entonces

o o—a?/(20%)  ,—a?/(20%)
Ie = —/Oo (27T02)1/21n(27T02)1/2da:

expresion que se puede calcular directamente llevando a I = %ln(27r602)

La entropia “matematica” suele ocuparse en problemas que requieren deconvolucién,
como es el tratamiento de imagenes. *

Noétese que la funcion [ es adimensional, lo que no obsta a que algunos autores le
asignen la “unidad adimensional” neps o nats, que deriva de Neper (porque se usa el
logaritmo neperiano o natural).

4.2.2. Entropia de informacién de Shannon

Sise elige K = 1/In(2), en cuyo caso Kin(z;) = In(x;)/In(2) = loga(x;) es el logaritmo
base 2 de x;, la funcién incertidumbre asume la forma:

Q
[Shannon = - Z :Cilog2 ('xz) (bZtS)
=1

Se denomina entropia de informacién de Shannon * y se le asigna la “unidad adi-
mensional” bit, siendo la forma que se usa comunmente en informatica. Aun es tema de
discusion si el bit es unidad fisica o no, lo que significaria que la informacién es una
magnitud fisica.

Shannon usé el concepto para cuantificar la informacién contenida en un mensaje,
demostrando ademas que el mensaje se puede compactar sin pérdida de informacién en
la medida que se conserve Ispannon, €0 cuyo caso el mensaje compactado tiene entropia
(de Shannon) maxima. Este concepto se utiliza en computacién al ocuparse precisamente
de los algoritmos de compactacion.

3El libro Mazimum Entropy in Action: A Collection of Expository Essays de Brian Buck y, Vincent
A. Macaulay, editores, presenta una lista de aplicaciones en diferentes dreas.

4Claude Shannon, A Mathematical Theory of Communication, The Bell System Technical Journal,
Vol. 27, pp 379-423, 623-656 (1948)

Universidad de Chile. Versiéon beta en desarrollo48



4.2.3. Interpretacion de la entropia de informacion de Shannon

La entropia de informacién de Shannon se puede interpretar como el nimero promedio
de preguntas binarias, es decir, con respuestas si 0 no, necesario para llegar a la respuesta
correcta. Un ejemplo es la bisqueda de un elemento en un listado ordenado de €2 elementos.

Una mala estrategia de bisqueda seria empezar por el primero e ir revisando en orden,
pues en promedio se requiere de €2/2 mediciones o preguntas. Una estrategia mejor es
cortar el listado en la mitad y determinar si el elemento se encuentra en la primera o
seguna mitad. Esta primera medicién reduce el nimero de posibilidades a §2/2. Se corta
luego la parte del listado que contiene al elemento buscado, y con el mismo criterio esta
segunda medicién reduce el nimero de posibilidades a /4. Es fécil observar que después
de m mediciones el nimero de opciones se reduce a €2/2™. La busqueda termina cuando
queda una sola opcién, es decir si:

Q2" ~1

Al tomar logaritmo base 2: log,(2) —m &~ 0 0 m ~ log,(€2). m es precisamente el nimero
de preguntas o mediciones necesario para obtener la respuesta (en promedio), mientras
que log,(€2) es la entropia de Shannon cuando todos los elementos son equiprobables.

Es interesante notar que si los elementos no son equiprobables, la entropia de Shan-
non es menor que log,(£2). En este caso, si se supiera (al no ser equiprobables) que el
elemento buscado esta, por ejemplo, cerca del inicio de la lista, esta no se corta en la pri-
mera operaciéon en la mitad, sino més arriba, reduciendo también el niimero de preguntas
binarias.

4.3. Entropia fisica

En esta seccién se aplica el concepto de entropia anterior a los sistemas fisicos, en
cuyo caso los eventos deben ser reemplazados por configuraciones fisicas en el sentido
introducido en la seccién 3.1.

4.3.1. Entropia de Gibbs

Considerar ahora un sistema fisico de € configuraciones fisicas, cada una de las cuales
tiene probabilidad z; i = 1,...Q, con Y x; = 1. Se define la entropia de Gibbs como

Q
Saivs = —kp Z ziln(z;) (4.11)
i=1

donde kg = 1,380 649 x 102 JK ! se denomina constante de Boltzmann. °
La entropia de Gibbs se usara en el capitulo sobre fisica estadistica 13.3.1. La entropia
de Boltzmann en la proxima seccion 4.3.2 es un caso particular de la entropia de Gibbs.

®La constante de los gases es R = 8,314 462 618....J K ~'mol~!, mientras que la constante de Avogadro
es Ny = 6,022 140 76 x 10~ mol—1. Se comprueba facilmente que kg = R/N 4, es decir, R es la constante
de los gases por mol y kp la constante de los gases por molécula.
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4.3.2. Entropia de Boltzmann

En esta seccién se considera un sistema fisico en equilibrio, lo que significa que puede
ser descrito completamente por un conjunto relativamente reducido de magnitudes fisi-
cas. En particular, una descripcion suficiente se obtiene enumerando los valores de sus
magnitudes extensivas. Esta afirmacion se expresa generalmente por medio de uno de los
dos axiomas siguientes:

= Axioma: “existen estados particulares, llamados estados de equilibrio, que quedan
complentamente descritos por los valores de sus magnitudes extensivas”.

= Axioma de la equiprobabilidad: “en un sistema en equilibrio todas las configuracio-
nes son equiprobables”, lo que tiene como corolario que, si el estado (macroscépico)
seleccionado tiene €2 configuraciones accesibles, la probabilidad de cada una de ellas
es 1/€. Su plausibilidad se discute unas lineas mas abajo.

En estos apuntes se usa el segundo axioma, el que aplicado a la expresion 4.11 conduce

S =kzlnQ (4.12)

Esta es la entropia de Boltzmann (se denominard entropia a secas), que se usara duran-
te la mayor parte de los apuntes, con la sola excepcién del capitulo sobre fisica estadistica
13. Nétese que, si el estado de equilibrio esta caracterizado por las variables macroscopicas
extensivas energia E, volumen V| y nimero de particulas N (o alternativamente la masa
M, ya que N y M no son independientes), entonces la entropia es una funcién de estas
y, por lo tanto, la entropia es una magnitud macroscdpica: S = S(E,V, N).

4.3.3. Axioma de equiprobabilidades a priori

Este axioma establece:
en el estado de equilibrio todas las configuraciones son equiprobables. (4.13)

Se trata de un axioma, puesto que no se puede demostrar.

El axioma merece algunas reflexiones, y un ejemplo sencillo ayuda a justificarlo (pero
no probarlo). Considerar nuevamente el problema de la expansién libre mencionado an-
teriormente 2.4.2. Se trata de un sistema dividido en dos recipientes iguales, uno de los
cuales esta inicialmente lleno de gas y el otro vacio, separados por una valvula.

Inmediatamente después de abrir la valvula, en un estado que ya no es de equilibrio,
las configuraciones no son equiprobables: aquellas configuraciones con moléculas al lado
derecho son improbables porque las moléculas aun no han tenido tiempo de moverse
significativamente hacia la derecha. En este ejemplo queda claro que si las configuraciones
no son equiprobables, el estado no es de equilibrio.

El axioma consiste en aceptar el reciproco. En el equilibrio, el gas esta igualmente
distribuido en ambos recipientes, situacién que coincide con que las configuraciones con
moléculas a cada lado son equiprobables.
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Estado inicial Estado final

[ [
Gas Vacio Gas Gas
Iy Iy
Vélvula recién Valvula largo
abierta tiempo abierta

Figura 4.1: Expansion libre. Izquierda: inmediatamente después de abrir la valvula; dere-
cha: alcanzado el equilibrio tras un tiempo suficientemente largo

4.3.4. Propiedades de la entropia
1. La entropia esté contenida en el sistema (si este se traslada, esta va con él).

2. La entropia es aditiva, lo que no es necesario demostrar porque es un caso particular
de la expresion general 4.8 cuya aditividad ya se demostro.

3. La entropia se puede transferir de un sistema a otro, esto es menos evidente y se
estudiara en detalle en la seccién 7.5, donde se probard que la transferencia térmica
estd asociada a una transferencia de entropia. Por ahora simplemente se aceptara
esa propiedad.

De lo anterior se deduce que la entropia satisface las condiciones 2.2 que definen las
magnitudes extensivas por lo que la entropia es una magnitud extensiva.

4.3.5. Interpretacion de la entropia

El problema de proveer una interpretacién mas o menos intuitiva de la entropia se ha
prestado a extensas discusiones. Es frecuente asociarla a un denominado grado de desorden
de un sistema, lo que es discutible en la medida que el orden no estd previamente definido
y se establece precisamente en funcién de la entropia.

Es necesario notar que un sistema, por ejemplo la propia habitacion, puede tener su
contenido distribuido de diferentes formas. Algunas de estas pareceran ordenadas a una
persona en particular y las otras no, opiniéon que puede cambiar de persona a persona.
En este ejemplo (no muy fisico) la entropia realmente es una medida (logaritmica) del
nimero de modos diferentes en que es posible distribuir los objetos en la habitacién, sin
pronunciarse sobre el que alguna de esas distribuciones sea “mejor” o “mas ordenada”
que otra. A continuacién se provee un listado de algunas opciones interpretativas

1. Interpretacion laconica: la entropia de un sistema en equlibrio es simplemente kg In 2
y no hay nada que interpretar. Simplemente se reconoce el hecho que la magnitud
esta correctamente definida y es una magnitud extensiva maés.
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2. Como incertidumbre: la entropia, salvo los factores kg y In 2, es decir, la magnitud
S/kpIn2 = log, Q2 es una medida de la incertidumbre -o simplemente ignorancia-
en que se encuentra un observador externo que conoce el estado de equilibrio ma-
croscopico pero desconoce la configuracién en que se encuentra el sistema. Esta
interpretacion como informacion faltante ha sido acremente atacada por cuanto pa-
rece que la entropia es entonces una propiedad del observador y no del sistema. Esta
objecién se remedia al notar que todos los observadores que conocen el estado ma-
croscopico e ignoran la configuracion tienen la misma incerteza: si dado un sistema
la propiedad es la misma para todos los observadores, entonces aceptamos que es
una propiedad del sistema. Esto no es diferente de atribuir al sistema propiedades
como la longitud, la que depende de una regla externa al sistema y observadores ex-
ternos; en este caso, y dentro de un margen de error experimental, los observadores
coinciden.

3. Como mediciones binarias: recordando el ejemplo visto més arriba (4.2.3), la en-
tropia -realmente S/kpg In 2- seria el nimero de mediciones binarias requeridas para,
dado el estado macroscopico del sistema, determinar en qué configuracion se en-
cuentra.

Esta interpretacién adolece del defecto de ser irrealizable en un sistema macroscopico
de, para fijar ideas, 10?° particulas. Por una parte, realizar un niimero de mediciones
del orden de 10?° es imposible en tiempos aceptables (suponiendo que se realizara
una medicion por segundo, el tiempo necesario es algunos cientos de veces la edad
estimada del universo).

Maés aun, si bien clasicamente se acepta que es posible realizar mediciones sobre
un sistema sin perturbarlo significativamente, nadie aseveraria que esa condiciéon se
podria hacer extensiva a 10%° mediciones: estas si alterarian severamente el sistema.

4. Interpretacién puramente macroscépica: la entropia es una magnitud que se puede
definir directamente en términos de otras magnitudes macroscopicas medibles, es-
pecificamente calor y temperatura. Esta fue la contribucion original de Clausius, a
la cual se llegard en estos apuntes como una conclusién derivada de la definicion
provista en este capitulo, ec.(7.18).

Finalmente es pertinente destacar que no todas las magnitudes macroscépicas son in-
tuitivas, y recordar que la intuiciéon misma depende de la propia experiencia acumulada
por cada cual. El volumen es una magnitud familiar, que puede medirse usando reglas. La
masa suele en primera instancia asociadarse a la percepciéon del peso de un objeto y ter-
mina pareciendo familiar. La energia, en cambio, no es palpable ni tangible, pero todo el
mundo conoce el concepto (posiblemente con errores conceptuales fuera del &mbito técni-
co), habla de él y lo maneja. Posiblemente se debe a otro aspecto de nuesta experiencia:
debemos pagar un precio por obtenerla, ya sea combustible, electricidad u otra. En la sec-
cién sobre méaquinas y rendimiento se vera que la entropia tiene una propiedad simétrica
pero inversa: aunque también es intangible debemos pagar un precio por deshacernos de
ella.
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Capitulo 5

Segunda ley

Este capitulo trata de la reversibilidad (simetria temporal) que afecta a los proce-
sos fisicos descritos a un nivel microscopico y de la irreversibilidad, experiencia por lo
demés diaria, de los procesos que afectan a sistemas compuestos por un gran numero de
particulas. Se mostrara que en sistemas macroscopicos, ademas de las leyes microscopicas
(ecuaciones de movimiento de particulas) aparece una nueva ley aplicable a sistemas muy
grandes.

5.1. Sentido del tiempo

Un hecho experimental basico es que el tiempo fluye en una direccién, del pasado
hacia el futuro, y no al revés. El objeto de esta seccién comparar la evolucién temporal
de sistemas de diferente tamano. Se mostrara que las leyes microscépicas (ecuaciones de
movimiento) por si solas no permiten determinar un instante anterior y otro posterior de
un sistema aislado.

5.1.1. Sentido del tiempo en un sistema complejo

Para iniciar la discusién considérese la figura 5.1, que podria ser un aviso prometiendo
una panacea, en este caso para bajar de peso. Si solamente se dispusiera de las imagenes,
es posible determinar cudl estado es anterior, el A o el B?

4 @&

Método del Dr. Breham
Para adelgazar.

Por un médico precio enviamos
informacion a su correo

No se garantiza el éxito
ucion

0 se aplican reclamos ni quejas

Antes Después
(Estado A) (Estado B)

Figura 5.1: Posible aviso en internet
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1. Opcién A anterior a B: es posible (es lo que afirma el aviso).

2. Opcién B anterior a A: es posible (y segin nuestra experiencia, més probable)

Cualquiera de los estados A o B puede ser anterior al otro, las personas pueden subir o
bajar de peso en el tiempo. El problema de asignar cronologia a los eventos se complica por
el hecho que un sistema macroscopico (como es el caso de las dos personas) no esta aislado
e interactia permanentemente con el medio. Es mejor entonces empezar estudiando qué
ocurre en un sistema microscépico.

5.1.2. Sentido del tiempo en un sistema microscépico

Considerar ahora un sistema microscopico aislado en el sentido termodinamico, con-
sistente en una caja dividida en dos por un tabique, sistema representado en la figura, en
la que se puede reconocer una expansiéon libre microscopica. 5.2. El cuadro de la izquierda
representa al sistema preparado, de modo que la particula esta confinada en la mitad
izquierda de la caja. El tabique actia como una ligadura, en el sentido definido en la
seccion 2.6. En un cierto momento se relaja la ligadura, es decir, se retira un tabique, de
modo que la molécula se puede mover libremente por la caja completa.

Sistema preparado: t t
Particula confinada
al lado izquierdo

Figura 5.2: Sistema microscopico. Izquierda: sistema preparado. Centro y derecha: posibles

estados después de relajar la ligadura

El problema es: un observador que desconoce que la particula estaba incialmente a
la izquierda, ;puede, solamente mirando las imagenes central y derecha, determinar si
t1<t20t2<t1?

Por inspecciéon no parece posible. Tanto ¢; < t; como t5 < t; son posibles, y ambos
igualmente probables (P=1/2).

Lo siguiente es pedir ayuda a la mecanica. Las leyes de Newton establecen que la
trayectoria Z(t) de la particula obedece:

2—» —
ma = m3 2 (: m@) = F(@) (5.1)

donde:
= @ es la aceleracién de la particula.

= ¥ es la velocidad de la particula.
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» F(Z) no depende explicitamente del tiempo. Esto significa que, si bien la fuerza
cambiara con el tiempo -en este modelo es cero casi siempre, a menos que esté
chocando con una pared- la dependencia en el tiempo es a través de 7.

Ahora hay que determinar si es posible establecer si t; < t5 0 t3 < t1, para lo cual se

hace el ejercicio de reemplazar t por t' = —t, que corresponde a pasar la pelicula al revés.
Entonces
- dv dv
vV=—=——=—-0 5.2
dt’ dt (5:2)

Esto es consistente, al pasar la pelicula al revés, las velocidades se invierten. Ahora
hay que ver qué pasa con la aceleracién a
- v d—v
a=—=——=d (5.3)
dt dt
Se encuentra que la aceleracién no se invierte. Finalmente, la ecuacion de movimiento
en términos de ¢’ queda:

- d*z L=
ma’ = M = Ma = F(Z) (5.4)

que es la misma que en términos de t. Esto significa que:

= Si la ecuaciones de Newton permite el proceso A—B, entonces también permite el
proceso inverso B—A.

= En otros términos, la ecuacién de Newton es invariante frente a una inversion tem-
poral

= O bien: la ecuacion de Newton no permite distinguir el futuro del pasado.

Ahora se puede estudiar el caso en que se incrementa el nimero N de paticulas. La
figura 5.3 muestra el caso en que repite el experimento pensado anterior, representandose
todas las posibilidades después de relajar la ligadura.

t t t

1 2 3

Figura 5.3: Sistema microscopico de dos particulas, se muestran todas las posibilidades
después de relajar la ligadura

Es posible, pero tedioso, examinar a medida que se sigue incrementando el niimero de
particulas de una en una. Por eso se dara un salto para pasar a N=15. En este caso el
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nimero de cuadros posibles aumente mucho, por lo que solo se representan dos: la inicial
y otra con las moléculas repartidas uniformemente.

Figura 5.4: Sistema microscopico de dos particulas, se muestra 2 posibilidades.

En este caso pareciera que si se podria afirmar que t : 2 > t, pero, jpor qué? Esto se
discute en la seccién siguiente.

5.1.3. Sentido del tiempo en un sistema macroscépico

Considerar ahora la expansion libre descrita en la figura 5.5. Es exactamente el mismo
experimento pensado de la figura 5.4, pero con un nimero N ~ 10?° moléculas. En este
caso, la intuicién dice que el estado del lado derecho, con las N particulas distribuidas
uniformemente en el volumen de las dos cajas, es el estado posterior. De hecho, tenemos
la certeza de que el gas, por mucho que esperemos, no se va a autocomprimir de regreso
en el lado izquierdo.

N-m m

Estado inicial Estado final

Figura 5.5: Sistema macroscépico con N ~ 10*° moléculas

Descripcién mecanica

Es facil comprobar que la situaciéon es similar a la discutida a propédsito del sentido del
tiempo sistema microscopico en la secciéon 5.1.2. Basta notar que en este caso la fuerza
sobre la paricula i-ésima se describe de forma similar a en la ec. (5.1), solo que ahora
depende de las posiciones de las N moléculas:

m;a; = miW = mi% = F(&1,%5,...,ZN) (5.5)
Si bien la ec. (5.5) es inverosimilmente més compleja que la ec. (5.1) e inmanejable,
comparte la caracteristica de ser invariable con respecto a una inversion temporal.
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Se concluye que también en un sistema macroscépico las leyes (microscépicas) de la
mecanica no permiten definir el sentido del tiempo. Si el proceso que lleva al sistema de
la figura 5.5 del estado inicial al final es posible, el que lo lleva del estado final al inicial
también lo es. Esto resulta completamente contrario a nuestra experiencia, sugiriéndose
que se requiere de un enfoque diferente.

La distribucién binomial

La situacién se puede analizar de otro modo calculando la probabilidad de que, si
hay N moléculas independientes e iguales (indistinguibles), haya m en un lado y N —m
en la otra. Primero se puede contar el nimero de posibilidades. Si las moléculas fueran
distinguibles, existe N! posibilidades para repartirlas. Pero las m que estan a un lado son
indistinguibles, por lo que hay m! posibilidades idénticas, y ocurre lo mismo al otro lado
con (N —m)! posibilidades idénticas. Luego hay N!/(N —m)!m! formas de seleccionar m
entre N.

Si cada molécula tiene una probabilidad % de estar al lado izquierdo, y la misma en

1 LN,

el derecho, cada configuracién tiene probabilidad % X 5 X %x N veces, es decir (3

Luego, la probalilidad Py(m) de que haya m moléculas a un lado y N — m al otro es:

N! 1

P(m) = m!(N — m)! 2V

(5.6)

Esta probabilidad se denomina distribucién binomial de probabilidades.
Es facil comprobar que esa probabilidad esta normalizada:

N! 1 1
Z Fr(m) = Z m!(N — m)! 2m 2N-m =1

m=0 m=0

porque se reconoce la expansion binomial de (% + %)N

= 1.
Ahora, en vez de preguntar qué estado de la figura 5.5 es anterior, la pregunta perti-
nente es cual es mas probable.

1. Lado izquierdo (inicial): corresponde a ninguna molécula al lado derecho, m = 0.
Segun la ec.(5.6)

Si N ~ 10% esa probabilidad es practicamente nula: log,y(P) = —3 x 1071,

2. Por otra parte, la probabilidad de que las moléculas estén igualmente distribuidas
entre las dos mitades es

NI 1

Py(m= %)= CSERA

Esta probabilidad es sensiblemente mayor a P(m=0) para nimeros grandes.
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La figura 5.6 grafica el cociente entre ambas probabilidades:

Py(m = 5)/Py(m =0) = N!/(5)" (5.7)

considerando numeros pares para que % esté definido. En la parte izquierda se observa

que para un ntimero moderado de moléculas, 40, es 10! veces més probable encontrar las
moléculas uniformemente distribuidas que concentradas al lado izquierdo.

Cociente entre probabilidades

1,0E+12 1E+300
1E+270

LOE+10 1E+240

1E+210
1,0E+08
1E+180
1,0E+06 1E+150
1E+120
1,0E+04 1E490
1E+60

1E+30

Cociente
Cociente

1,0E+02

1,0E+00 1E+00
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5.6: (Moléculas uniformemente repartidas):(Concentradas al lado izquierdo). Los
dos graficos difieren tinicamente en la escala.

Para construir el lado derecho de la figura es necesario aproximar la ec. (5.7) usando
la aproximacion de Stirling (5.25), lo que conduce a:

Pa(m =)/ Py(m = 0) = NY/(5)1 | = x 2 (5.8)

La probabilidad de encontrar las moléculas repartidas por todo el volumen es inmen-
samente mayor que la de encontrarlas a todas concentradas al lado izquierdo, por lo que,
una vez producida la expansion, la posibilidad de que esta se revierta espontaneamente
es infima y nunca serd observada. En este caso la anterioridad de un estado a otro esta
determinada por motivos estadisticos: si bien las leyes de Newton permiten el proceso en
que el gas se automprime, dicho evento es tan improbable que nunca sera observado. La
siguiente tabla resume estos razonamientos

Tabla 5.1: Expansion libre: efecto del niimero N de particulas sobre la probabilidad de
encontrarlas todas a un solo lado

N Probabilidad Situacion

N=1 P = % Sistema en el estado inicial la mitad del tiempo.

N =2 P = %1 Probabilidad apreciable, 25 %, de hallarlo en el estado inicial.
N=10 P=219=10"%  Encontrarlo en el estado incial es un evento raro.

N =20 P=2"2=10"% Encontrarlo en el estado incial es un evento muy raro.

N =100 P =2719=10"3" Encontralo en el estado inicial es virtualmente imposible.

N =102 p=29-10% Definitivamente no ocurrira nuca.
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5.1.4. Variacion de entropia en la expansion libre

Es posible calcular la diferencia de entropia entre los estados inicial (1) y final (2) en
la figura 5.5. Se acepta que antes de la expansion cada particula puede colocarse en uno
solo de los dos lados del recipiente, cada uno de volumen V, en este caso el izquierdo.
El recipiente se puede dividir imaginariamente en m casilleros de volumen V,, volumen
arbitrario que debe satisfacer:

n UV, << V.
» Entonces el nimero de casilleros es m = V/V,,.

» V, debe ser mucho mayor que el volumen efectivo de las N moléculas (es decir, N
veces el volumen de cada molécula). Esta condicién es irrelevante si se sobresimplifica
suponiendo que las moléculas son estrictamente puntuales.

En este caso, la primera molécula se pude poner en uno de los m casilleros, es decir,
de V/V, modos. Al ser no interactuantes, la segunda molécula anadida no percibe la
existencia de la primera, por lo que también tiene V/V, casilleros disponibles. Se sigue
que el nimero de formas en que se pueden colocar las N moléculas, que es el niimero de

configuraciones accesibles €1y, es:
VAN

Vo

Del mismo modo, la situacién final en que las moléculas disponen de un volumen 2V
es analoga, reemplazando V por 2V

Q, (2V—V)N (5.10)

Entonces la variacién de entropia asociada a la expansion libre sera:

ASexpansién libre = kB In QZ - kB In Ql (511)
o \N v\ N

= kpl — 5.12

(%) (7) 612

— Nkpln?2 (5.13)

Si se considera un mol de moléculas puntuales, N = N4 = 6,02 x 10?* mol~! y:

AS =1,38x 1072 JK! x 6,02 x 10* mol ' 1In2
=28,31x0,69 JK 'mol™*
=5,76 JK tmol™!
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5.2. La segunda ley

5.2.1. Evoluciéon de () al relajar ligaduras en un sistema aislado

Considerar un sistema al que se permite evolucionar relajando una ligadura. En el caso
de la figura 5.7 la ligadura es un interruptor, el que puede cerrarse sin entregarle energia
significativa al sistema. De este modo este puede considerarse como un sistema aislado
en el sentido termodinamico, como se discutié en la seccion 2.4.2. Se rotulara 1 al estado
antes de relajar la ligadura, y 2 al estado alcanzado después de relajarla.

Figura 5.7: Relajar la ligadura (cerrar interruptor) puede desencadenar procesos no tri-
viales en el sistema.

Ahora interesa determinar como cambia el nimero de configuraciones accesibles €2 al
relajar la ligadura. Es facil notar que:

1. Después de relajar la ligadura, las configuraciones que eran accesibles antes siguen
siéndolo después.

2. Al relajarla se hicieron accesibles nuevas configuraciones que anteriormente no eran
accesibles porque la ligadura lo impedia:

Se puede escribir entonces:
Qo = Oy + Nuevas configuraciones accesibles

o bien
Qy > Qy(Sistema aislado) (5.14)

La expansion libre de la figura 5.5 representa bien esta situacion.
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= Después de abrir la valvula, las configuraciones accesibles en el estado incial (izquier-
da) siguen siendo accesibles . Esto no significa que el sistema se autocomprima, lo
que contradeciria la discusion de la seccion 5.1.2. Estas configuraciones son, después
de abrir la valvula, parte de un conjunto mucho mayor de configuraciones. Serdn
rarisimamente visitadas, pero son accesibles.

= Al abrir la valvula se hacen accesibles configuraciones con moléculas en el recipiente
de la derecha, que antes eran inaccesibles.

La situacién es menos evidente en el caso del motor de la figura 5.7. En este caso
también las configuraciones con la bateria cargada son accesibles después de cerrar el
interruptor, entre una miriada de otras nuevas configuraciones, accesibles solo después de
cerrar el interruptor.

Esquemaéticamente la evolucién de €) se describe en la figura 5.8, que muestra que las
configuraciones accesibles antes de relajar la ligadura son un subconjunto de las accesibles
después. Por la discusion anterior, en un sistema macroscopico se cumple 25 >> €. La
condicion de igualdad en la ecuacién 5.14 es particular y se discutird en la seccién sobre
reversibilidad.

Sistema aislado
Q Q>Q

Figura 5.8: Relajar la ligadura incrementa el niimero de configuraciones accesibles.

La figura anterior sugiere, ademés, que relajar una ligadura es equivalente a una ex-
pansion libre en el espacio de las configuraciones.

5.2.2. Ley de crecimiento de la entropia en un sistema aislado

Bajo las mismas condiciones indicadas en los ejemplos de las figuras 5.5 y 5.7, asi
como en el esquema genérico de la figura 5.8, es decir, un sistema aislado en el que se
relaja una ligadura, de la condicién €y > €y, ec.(5.14), y de la definicién de entropia
como S = kpIn ec.(4.12), se sigue que, en un sistema sistema aislado:

Sy > Sy Sistema aislado (5.15)

Esta expresion, representada en la figura 5.9, se conoce como ley de crecimiento de la
entropia o segunda ley de la termodinamica. Si bien se ha proporcionado argumentos de
plausibilidad, es un axioma desde el punto de vista logico, condiciéon que comparte con la
conservacién de la energia. La segunda ley de la termodinamica es una ley fundamental
de la fisica.
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Figura 5.9: La entropia de un sistema aislado nunca decrece.

En términos puramente retéricos, la segunda ley se puede expresar de varias formas
alternativas:

» n un sistema aislado, la entropia nunca decrece.
= La entropia se puede crear, pero no se puede aniquilar.

= Puesto que el universo local es un sistema aislado, la entropia del universo local
nunca decrece.

Notar que todos estos enunciados alternativos conservan la opcién de que la entropia
pueda permanecer constante.

5.2.3. Principio de entropia maxima

El principio de entropia méxima es un corolario de la ley de crecimiento. Puesto que
en un sistema aislado la entropia nunca decrece, a medida que se relajen ligaduras la
entropia crecera hasta alcanzar su valor maximo. Puesto que el sistema evoluciona hacia
el equilibrio, se establece que en un sistema aislado el estado de equilibrio es el de entropia
mdzxima. Esto proporciona, al menos conceptualmente, un modo de encontrar el estado
de equilibrio de un sistema: se debe maximizar su entropia. Este principio se usara, por
ejemplo, para justificar la definicién de temperatura absoluta.

Notese que es completamente consistente con el axioma de equiprobabilidades a priori,
segun el cual en el equilibrio todas las configuraciones son equiprobables. Precisamente
esta condicién es la que determina el maximo de la entropia, lo que se demostré en la ec.

(4.9).

5.3. Reversibilidad

5.3.1. Reversibilidad légica

Antes de estudiar el problema de la reversibilidad de los procesos fisicos, es ilustrati-
vo considerar la reversibilidad o irreversibilidad de los procesos légicos. Considerar, por
ejemplo, el esquema de la figura 5.10 que idealiza un sistema que realiza un célculo, como
puede ser el caso de un computador. Este se considera como un sistema aislado, lo que
no es correcto porque necesita una fuente de poder, esto es parte de la idealizacion.

El estado incial A es el enunciado de un problema que deberd resolverse a través de un
proceso de calculo. Por ejemplo, desde un punto inicial se lanza un proyectil con velocidad
Uy, se pide determinar la posicién de impacto Zimpacto- El estado final B es la solucién. ;Se
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puede reconstruir la pregunta a partir de la respuesta? Si fuera asi, se dirfa que el célculo
versi io irreversible.
fue reversible, y en caso contrario irreversible

R

Figura 5.10: Esquema que representa un calculo.

Para responderla, basta notar que la soluciéon se encuentra implicita en el enunciado,
es decir:

A= B

La légica establece que la afirmacion reciproca B = A no es cierta en general. En
el ejemplo, el problema “dado que el proyectil cayé en el punto Zj,pacto, determinar desde
dénde fue lanzado y con que velocidad” no se puede resolver, pues existen multiples posi-
bilidades. En el ejemplo se nota claramente que, en el proceso de célculo, no se conservé
la informacién. Las leyes de Newton permiten una gran cantidad de puntos de impac-
to. Resolver el problema signific6 descartarlos todos menos uno, lo que conlleva pérdida
de informacién. En este caso el calculo seria irreversible. Se concluye que, en términos
generales, resolver un problema significa destruir informacién.

Sin embargo, se puede concebir un cédlculo reversible. En el caso de un computador,
esto requeriria que no se borren las memorias durante el célculo.!

5.3.2. Reversibilidad e irreversibilidad fisica
Estados inicial y final de equilibrio

Se establece por definicién que un sistema aislado experimenta un proceso reversible
si y solo si es capaz de regresar por si mismo al estado original. Ya se sabe que las leyes
microscopicas lo permiten, pero que la estadistica en sistemas macroscépicos lo impide.
Luego, el andlisis se basa en la probabilidad de que el sistema aislado pueda regresar al
estado inicial. Para simplificar se considerara un sistema inicialmente en equilibrio en el
que se relaja una ligadura, la que luego es reimpuesta, como indica la figura 5.11

Relajar Reimponer
ligadura ligadura
>

Figura 5.11: EI proceso 1 — 2 consiste en relajar una ligadura, 2 — 3 en reimponerla.

L Aqui aparece ya una conexién entre informacién y fisica: borrar un bit de memoria crea necesaria-
mente una entropia mayor o a lo sumo igual a kg In 2.
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El proceso es reversible si el estado 3 es igual al estado 1, se denominara a la proba-
bilidad de que esto ocurra probabilidad de retorno Presm.. Recurriendo al concepto mas
elemental de probabilidad se puede poner:

Casos favorables

Pretorno = :
Clasos posibles

Los casos favorables son aquellos en que, al relajar la restriccion, se “atrapa” o “sor-
prende” al sistema en una de las configuraciones accesibles al estado 1, cuyo ntmero
es ;. En el caso de la expansién libre de las figuras 5.2, 5.3, 5.4 y 5.5, estos son las
configuraciones en que todas las moléculas se encuentran al lado izquierdo.

Los casos favorables son todas los configuraciones accesibles en el estado 2, €25, luego:

0
Pre orno — ~ 1
¢ o, (5.16)

En el caso de los sistemas microscépicos representados en las figuras 5.2 y 5.3 esta
probabilidad de retorno es apreciable y los procesos son reversibles. Al pasar a la figura
5.4, con quince particulas, la probabilidad de retorno serd 27'° = 3 x 10~°, un ntimero ya
pequeno. La tabla 5.1 muestra como la probabilidad de retorno tiende rapidamente a cero
a medida que crece el sistema, de modo que dichos procesos son irreversibles en sistemas
macroscopicos.

En la situacion ilustradada en la figura 5.8, el area que representa al estado inicial 1
estd fuera de escala y completamente sobredimensionada: no debiera ser siquiera visible
en el dibujo.

La condicién de reversibilidad es entonces:

Reversible & Q; = Qs & S} = S5 (5.17)

es decir, los procesos reversibles son solamente aquellos en que se conserva la entropia
(isentrdpicos). Reciprocamente, aquellos procesos en los que se crea entropia son necesa-
riamente irreversibles.

Reversible < S=cte (5.18

Irreversible < Se crea entropia (5.19)

Entonces ;existen procesos reversibles en la naturaleza? Si, son procesos triviales en
los que no pasa nada. En el caso del lado derecho de la figura 5.5, es decir, ya realizada
la expansién libre, se puede pensar en cerrar la valvula, ya que el sistema no seguird
evolucionando en el tiempo. Un nuevo proceso, en que se abra la valvula otra vez, sera
reversible. Luego, los procesos macroscépicos reversibles son sumamamente aburridos:
simplemente no ocurre nada. No obstante, aunque macroscépicamente no ocurra nada, el
sistema estd permanentemente saltando de configuracién en configuracion (accesibles).
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Estados inicial y final cualesquiera

La discusion anterior se basd en que los estados inicial y final fueran de equilibrio.
En este caso se aplica el axioma de equiprobabilidad (seccién 4.3.3), segin el cual, en el
equilibrio todas las configuraciones accesibles son equiprobables. Esto permite escribir la
ecuacion 5.16 como

0
Pretm"no = 5
92

En el caso de sistemas que no estan en equilibrio, relajar la restriccion de todos modos
aumenta el nimero de configuraciones accesibles. Ahora, sin embargo, no son equiprbables
y no se puede escribir Preiorno = g—; La la probabilidad de retorno es de todos modos
mucho menor que la unidad en sistemas macroscépicos, Pretorno << 1. Los procesos que
involucran estados de no equilibrio son irreversibles siempre, puesto que crean entropia.

5.3.3. Importancia de la reversibilidad e irreversibilidad

A estas aturas es valido y 1til preguntarse qué importancia puede tener la irreversibi-
lidad -el crecimiento de la entropia- para los seres humanos, asi como qué tiene que ver
con la sustentabilidad y el uso éptimo de los recursos.

Como ejemplo considérese nuevamente el ejemplo de la expansion libre de la figura
5.5. Es esencial constatar que la energia del gas, por ser un sistema aislado, es la misma
tanto antes como después de la expansion. Sin embargo, existe una diferencia importante
en cuanto a qué podemos hacer con dicha energia en los estados inicial y final.

En el estado inicial, lado izquierdo de la figura 5.5, se podria colocar una turbina en
el tubo que comunica el lado izquierdo con el derecho. Luego podria usarse parte de la
energia del gas para accionarla y generar electricidad, para ser usada con algin proposito.

Por el contrario, si se coloca la turbina en el mismo lugar después de la expansion,
como lo indica la figura 5.5, nunca se podra usar el movimiento molecular para generar
electricidad.

Se concluye que el sistema, que dispone de la misma energia en diferentes estados,
permite en un caso usarla y en el otro no. Antes de la expansion una parte de la energia
es utilizable, y después no lo es. La energia del estado inicial, de menor entropia, es en
cierto modo de mejor calidad que después de la expansién, en el sentido que es posible
aprovecharla.

Se puede afirmar que los procesos irreversibles estan asociados a la degradacion de
la energia: antes de realizar un viaje en automoévil se dispone de energia guardada en
los enlaces quimicos del combustible; después del viaje, la misma cantidad de energia se
encuentra en los enlaces de los productos de la combustion y en forma de energia cinética
asociada a las moléculas de estos productos y del aire en contacto, desde donde no es
posible reutilizarla. La crisis energética que afecta al mundo, no es tanto una falta de
energia, la que se conserva, sino una crisis de utilizabilidad de la misma, es decir, una
crisis entropica.
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5.4. 22 ley: sistema que interactia con el medio

Si un sistema interactia con el medio, el universo local es aislado y se le aplica la
segunda ley. La figura 5.12 esquematiza un sistema que interactia con el medio. En este
caso se aplica la segunda ley al universo U = Sistema U Medio:

SuB) 2 Sy(2) 2 Sy(1)

Figura 5.12: Sistema que interactia con el medio: la entropia del universo no decrece.

Sp(3) >Su(2) > Sy(1) (5.20)
Ssist(3) + Siredio(3) = Ssist(2) + Siredio(2) > Ssist(1) + Saredio(1) (5.21)

La 2% ley se pronuncia con respecto a la entropia del universo, pero no con respecto a
la del sistema. En este caso el sistema puede ir de un estado 1 a un estado 2 de menor
entropia. En efecto, puede ocurrir

SSist(Z) S SSist<1) o
SSist(Q) = SSist(1> — AS, AS >0

En este caso la desigualdades 5.21 conducen a:

SMedio<2) Z SSist(l) - SSist<2) + SMedio(1> o
SMedio<2) = SMedio<1) + AS, AS >0

La ultima desigualdad puede leerse “un sistema que interactia con el medio puede
disminur su propia entropia, a costillas del medio”.

Proceso irreversible ciclico

La misma figura 5.12 permite analizar el la siguiente situacion:
= Kl sistema realiza procesos irreversibles, es decir, crea entropia
» El sistema retorna al estado original (Estado 3 =Estado 1)

. Es eso realizable? La 2* ley no lo prohibe. Si en el interior del sistema, del medio, o
en la frontera entre ambos se crea una entropia AS;,.,. > 0, se cumplira:
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ASU = ASMT >0
Entonces debe ser
ASciclo + ASMedio = ASU = ASiTT >0

donde S, se refiere al sistema. Como se impuso que el sistema realiza un proceso ciclico,

ASciclo =0 y
AS’Medio = ASU = ASirr >0
Lo anterior se resume en las siquientes afirmaciones

» Un sistema que interactiia con el medio puede disminuir su entropia (regresar a un
estado anterior), siempre que la del medio aumente en la misma magnitud o mayor.

» Un sistema que interactia con el medio puede regresar a su estado inicial (proceso
ciclico) incluso si experimenta procesos irreversibles (que crean entropia) siempre
que la entropia generada quede almacenada en el medio.

Notar que en este tultimo caso -proceso ciclico irreversible- el sistema regresa al estado
original, pero el medio no.

Un ejemplo es el del uso del automévil: se lo saca del garaje en la manana, se usa
durante el dia, se recarga el estanque para que quede al mismo nivel que al partir, y se
guarda nuevamente en el garaje. Si se desprecia el inevitable desgaste de la maquinaria,
el sistema (el auto) experimenté un proceso ciclico, regres6 (aproximadamente) al estado
original.

El medio, por otra parte, no regresa al estado original: se consumié combustible fosil, se
gener6 anhidrido carbénico C'O,, mondxido de carbono C'O, 6xido nitrico NO, (causante
de la lluvia dcida), posiblemente recibié restos de combustible mal quemado, etc.

Nostros hacemos lo mismo: nos levantamos, duchamos, desayunamos, comemos algu-
nas veces en el dia, realizamos actividades diarias que son posibles porque degradamos
los alimentos (de baja entropia) generando calor y desechos de alta entropia, dormimos
y, al levantarnos en la manana completamos un proceso ciclico -si obviamos que estamos
un dia mas viejos. El medio no experimento un proceso ciclico, lo dejamos un poco mas
contaminado que el dia anterior.

Se puede concluir que la idea de pasar por el mundo sin dejar huella en €l es irrealizable:
todas y cada una de nuestras acciones genera entropia y deja una huella indeleble en el
medio. 2

2Una analogia a la segunda ley establece que no es posible limpiar algo sin ensuciar alguna otra
cosa,... pero si es posible ensuciarlo todo sin haber limpiado nada. Nuestro comportamiento con respecto
al medio ambiente se parece a esta ultima descripcion.
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5.5. 22 ley: disquisiciones

5.5.1. El dia del sobregiro de la Tierra

Cada ano se publica el dia del sobregiro de la Tierra, como la fecha en que cada pais
-y el planeta entero- han consumido los recursos disponibles. La Tierra no es un sistema
aislado. Recibe energia de baja entropia del Sol y genera entropia inevitablemente a través
de los procesos bioldgicos, geofisicos e industriales. La fecha de sobregiro es aquella en que
se consumidé energia, en realidad, recursos, que para estos efectos se expresan en “moneda
de energia”, equivalentes a la recibida del Sol en un anio. A partir de esa fecha se empieza
a consumir recursos almacenados, que no son renovables. Puede consultarse detalles en
internet: https://www.footprintnetwork.org/.

El gréfico que muestra la evolucién del dia de sobregiro desde 1970 (que caia en los pri-
meros dias de enero) hasta ahora (29 de julio de 2019) puede consultarse en https://www.
footprintnetwork.org/2019/06/26/press-release-june-2019-earth-overshoot-day/.

5.5.2. Interpretaciones vagas

La ley de crecimiento de la entropia se ha prestado a multiples interpretaciones. Es
frecuente escuchar la afirmacion “el desorden tiende a aumentar”, la que tiene el problema
de no haber definido previamente qué es el orden. Este es un concepto relativo: la oficina
de una persona (jla mia!) puede parecer desordenada, con papeles y libros repartidos aqui
y alla, pero la persona sabe dénde encontrar cada cosa. Si un agente externo la “ordena”,
posiblemente su ocupante tenga dificultades para encontrar las cosas. En este contexto
habria que identificar al niimero de opciones de como poner el material en la oficina -en
cierto modo equivalente a las configuraciones- como la variable relevante. No obstante, la
oficina no es un sistema aislado y por lo tanto no se puede decir que su entropia es no
decreciente.

5.5.3. Interpretaciones riesgosas

El enunciado la entropia del universo local nunca decrece suena impresionante al omi-
tirse la palabra “local”. Si se recurre a la interpretacién -algin autor diria equivalencia- de
la entropia como informacién, el enunciado “de divulgacién” seria “la informacion tiende
a perderse”. En efecto, es tentador aplicarla al universo, y establecer, por ejemplo, que en
el momento del big bang todo estaba concentrado en un punto, y que esto representa la
mayor informacion posible, la que se ha ido perdiendo desde entonces. Citando a uno de
mis propios estudiantes: “después del big bang solo hemos ido cuesta abajo”.

5.5.4. interpretaciones equivocadas

En alguna época se conjeturd que la 2* ley no seria vélida en biologia. Se trata de
una interpretacion errénea, que llevé a pensar a algunas personas -y lo he escuchado
personalmente- que la segunda ley no se aplica a los seres vivos, pues estos son capaces de
desarrollar estructuras altamente organizadas “contra” la segunda ley. El error continia
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siendo ignorar el hecho que los seres vivos no constituyen un sistema aislado y, por lo
tanto, no se puede aplicar directamente la segunda ley. La seccién 5.4 mostrd que la
entropia de un sistema que interactia con el medio puede disminuir (regresar a un estado
anterior) a costillas del medio, el que debe absorber la entropia extraida del sistema més
la generada en el proceso.

5.5.5. Interpretaciones conjeturales

Los viajes en el tiempo son uno de los temas favoritos de la ciencia ficcién, donde
suelen asociarse con violacién de causalidad y paradojas (;qué pasa si en el viaje al
pasado uno se mata a sf mismo?) . En términos fisicos, los viajes al futuro son posibles,
de hecho estamos en uno inevitable (me duelen las articulaciones al escribir esto). Segun
la relatividad especial de Einstein (1905), moviéndonos a alta velocidad podemos alcanzar
el futuro. Lo que nadie ha hecho y quiza sea irrealizable, es viajar al pasado.

La 2 ley ;prohibe los viajes al pasado? Si identificamos la entropia con informacién,
pareciera que si. ; Cudntas punaladas recibié Julio César? Segiin Suetonio 23 *. Una expe-
dicion al pasado podria rescatar esa relevante informacién. Entonces, la opcion de viajar
al pasado permitiria bombear informacion perdida desde el pasado al presente. Si se acepta
la equivalencia entre informacién y entropia esto constituiria una violacion de la 22 ley,
ya que la informacién se aniquila (la entropia crece). Entonces la 2% ley establece que el
viaje al pasado no es posible. ;O se limita a decir que un viaje al pasado debe crear una
entropia mayor o igual al equivalente en informacién recuperada? °.

5.6. La distribucién binomial para niimeros grandes

Ahora se estudia esta probabilidad para ntmeros grandes. En primer lugar se hace
notar que el méximo de la probabilidad se obtiene si m = N/2 (suponiendo N par). Ahora
interesa calcular cuanto se aparta la distribucién de probabilidad del méximo m = N/2,
para lo que se define la desviacion con respecto al maximo z por.

m=N/2+x (5.22)
Ademas, por simplicidad, conviene poner n = N /2, luego:
N! 1
P(x) = — 5.23
(z) (n+z)l(n —z)!2N (5:23)
In(P) =In(N!) = NIn2 — In(n + z)! — In(n — z)! (5.24)

Se aplica ahora la aproximacién de Stirling :

3Time Travel in Physics, Metaphysics, and Science Fiction, Paul Nahin.
4Los doce césares, Cayo Julio César, LXXXII, Gaius Suetonius Tranquillus.
5El cuento “La ultima pregunta”, de Isaac Asimov, sugiere un inverosimil regreso al pasado.
6Stirling establece que:
N!
lim ——
N—oo \/2rN(N/e)N
o bien, si N — oo, entonces In N! = NinN — N + %1n(27TN). Es frecuente ignorar el término final por
ser logaritmico en N, pero aqui es necesario tomarlo en cuenta.
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In(N!) = 3In(27) + (N + 1) In(N) = N (5.25)
Considerar primero:
In(n+z)! =127+ (n+1+z)n(n+z)— (n+2)
=1iln2r+ (n+i+2z)lnn(l+z/n) — (n+x)
=iln2r+(n+i+2)lnn+ (n+35+z)In(l+z/n) — (n+x)

El desarrollo del logaritmo en serie de Taylor del logaritmo, despreciando términos del
orden de z?/n? y superiores, es

In(l+ )=~ — ——
luego:
In(n+z)! = $In(27) + (n+ 1/2+ z)Inn+ (n+ 1/2 + z)(z/n — 2*/2n°) — (n + x)
In(n+z)! = IIn(27) + (n+ 1/2+ z)Inn + (n+ 1/2)(z/n — 2°/2n%) + (z/n — 2°/2n*)z 4+ O(2* /n?)
In(n+z)! = 3In27) + (n+1/2+ z)Inn+ (n+ 1/2)z/n — (n + 1)2?/2n* + 2% /n + O(z® /n?)
In(n+2z)! = 1im@2r)+ (n+1/2+z)Inn+ (n+1/2)x/n+ (n — 1/2)2°/2n* — n — z) + +O0(z° /n?)
In(n—z)! = In2r) + (n+1/2 —2)lnn — (n+ 1/2)z/n+ (n — 1/2)2%/2n* — n + 2) + +O0(2*/n?)

donde la ultima expresion se escribe por simetria. Al sumarlas, eliminando los términos
O(x3 /n?):
In(n+2)!/(n —2)! =In2r7) + 2n+ 1) lnn + (n — 1/2)2%/n* — 2n
=In(27) + (N +1)InN/2 +2(N — 1)2*/N* — N
=In2+In7+(N+1)InN—-NIn2—In2+2(N —1)2*/N* = N
=Int+ (N+1)InN —NIn2+2(N — 1)2*/N* —= N

Por otra parte, copiando la ec.(5.25)
In(N!) = 1In(27) + (N + 1) In(N) = N
Remplazando en la ec.(5.24)

In(P) =In(N!) = NIn2 — In(n + z)! — In(n — z)!
=im2+ilnr+ (N+3)n(N)- X
— NAm2
—In7+(N+1)InN — N2+ 2(N — 1)2°/N? — X|
=im2—Iln7r+ (N+1HIn(N)—(N+1)InN —2(N — 1)z°/N?
=ilm2—-1lln7m—LiIn(N)—2(N — 1)z*/N?

2
2
= %ln(

) —22%/N
WN) z=/
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donde se desprecio 1 frente a N

Luego
2 —a2/N)
Si ahora se define
o= N/4 (5.27)
se puede reescribir
1
P(z) = ——e /%" (5.28)

Vro?

Es decir, la distribucion en torno al promedio es gaussiana.

Es interesante notar que la magnitud o = %\/N , que mide la dispersion con respecto
al promedio %N , crece con el nimero de particulas. Esto puede parecer contraintuitivo
Jno se supone que es al revés?

Lo que realmente se debe considerar es la dispersion relativa
por

a

Sromedio” la que esta dada

o B %\/N B 1
promedio %N VN

expresion que si tiende a cero cuanto N — oo.

Si se considera que el limite experimental es de un error relativo del orden de uno en
un millén, es decir 107, lo que en la préactica es dificil de alcanzar, significa que las desvia-
ciones podrian observarse si vVN & 10%, 0 bien N ~ 10'2. Esto corresponde en condiciones
ambientales al gas contenido en un cubo de 10 pym por lado, aproximadamente.
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Capitulo 6

Energia: trabajo y calor

Este capitulo establece la ley de conservacion de la energia o primera ley de la termo-
dindmica, la que, como ley fundamental de la fisica, no puede demostrarse ni derivarse de
otras leyes, siendo desde el punto de vista légico un axioma.

6.1. Trabajo mecanico

6.1.1. Trabajo mecanico microscépico

Se define el trabajo elemental w realizado por la fuer- A / F ¢
za F', en verde en la Fig. 6.1, sobre una particula al y4
desplazarla a lo largo de una curva en una magnitud dl
dl (en rojo en la Fig. 6.1) al producto vectorial:

w=F.dl (6.1)

La fuerza F es la ejercida por el medio sobre el siste-
ma (la particula). Nétese que para llevar la particula >
desde el punto A al B es necesario especificar la tra- y
yectoria en el espacio. Si esta es la curva C, el trabajo # X

realizado por el medio se obtiene sumando las contri-

buciones elementales a lo largo de la curva, luego: ~ Figura 6.1: Trabajo mecanico sobre
una particula.

I%:/ﬁdf (6.2)
C

Se trata de una integral de linea que no puede calcularse sin antes especificar la
trayectoria C. Si en su lugar se eligiera la curva D se tendria:

I%:/ﬁdf (6.3)
D
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En mecanica se demuestra que, si la fuerza es conservativa (V x F' = 0) el trabajo no
depende de la trayectoria. Ese generalmente no es el caso en termodinamica y la mayor
parte de las veces serd We # Whp.

Notacion

» En estos apuntes se denomina trabajo al realizado por el medio (la fuerza externa)
sobre el sistema (la particula). Esta convencién no es universal, muchos libros definen
el trabajo como el realizado por el sistema sobre el medio, lo que hace aparecer un
signo menos en algunas ecuaciones. Es necesario consultar en cada libro cudl es la
convencion usada.

= La letra We maytscula se usard para denotar el trabajo extendido, es decir, el
realizado por el medio sobre el sistema desde un punto A a un punto B a lo largo
de una curva C.

= Se usa la letra mintscula w para denotar el trabajo elemental, es decir, el que lleva la
particula desde una posicién a otra muy préxima. Otros simbolos a ser encontrados
en la literatura son 6W o dW.

= No se debe escribir “dW” porque W no es una funcién de estado, es decir, W no se
puede expresar como una funcién de las demas variables de estado. El trabajo W
depende no solo de los estados inicial y final, sino de la trayectoria o proceso (depende
de infinitos estados). No existen entonces un “trabajo inicial” ni un “trabajo final”.

Luego: w

Generalmente interesa el trabajo W realizado por el medio sobre el sistema. Oca-
sionalmente puede ser de interés el trabajo W' realizado por el sistema sobre el medio,
particularmente al analizar la termodinamica de las maquinas. En este caso se debe tomar
la fuerza F/ = —F que el sistema ejerce sobre el medio, que por principio de accion y
reaccion es igual en modulo y de sentido contrario, por lo que:

/
Wg;stema—medio — — Wmedio—sistema

/
sistema—medio _Wmedioﬁsistema ( )

Trabajo ciclico Se denomina asi al realizado en un proceso C' en el que el estado final
coincide con el inicial. En este caso:

Waiero = 7{ F-dl (6.6)
c
En general este trabajo no es nulo.

6.1.2. Trabajo y procesos cuasiestaticos

Pareciera que el trabajo macroscopico se debiera calcular del mismo modo que el mi-
croscopico, reemplazando las variables microscépicas F'y dl por las variables macroscopi-
cas relevantes, pero no es tan directo. Es conveniente recordar que en mecanica, en el
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momento de definir la energia potencial asociada a una fuerza conservativa, se impuso
que la fuerza en cuestion moviera a la particula desde una posicién inicial a otra final sin
acelerarla, con el fin de no incluir a la energia cinética en el balance. Ahora es necesario
imponer una condicién similar.

Proceso cuasiestatico

Se define un proceso cuasiestatico como aquel en que tanto el estado inicial, el final, y
todos los estados intermedios son de equilibrio. Conforme a lo indicado en 3.4.6, esto no
es fisicamente posible, puesto que para pasar de un estado de equilibrio a otro (distinto)
el sistema debe necesariamente pasar por estados intermedios que no son de equilibrio,
por lo que los procesos cuasiestaticos son solo una idealizacién. Es valido cuestionarse
qué sentido tiene definir procesos fisicamente imposibles: mas adelante de mostrara que
algunos procesos reales pueden emularse recurriendo a dos procesos cuasiestaticos.

Observaciones

1. Un proceso cuasiestatico se puede considerar como una sucesion ordenada de estados
de equilibrio.

2. Un proceso real es una sucesion temporal de estados de equilibrio y no equilibrio.
3. Luego:
Proceso real = No cuasiestatico

4. Aplicando el contrarreciproco se concluye que:
No es un proceso real <= Cuasiestatico

El proceso cuasiestatico se puede imaginar como el limite de una sucesiéon de procesos
reales. La figura 6.2 a la izquierda muestra un proceso real “violento”, en el que se deja
caer un bloque de 10 kg sobre un fluido, separado del medio por medio de un émbolo
ideal. El proceso claramente no es cuasiestatico. En el proceso de la derecha se deja caer
un bloque de 5 kg, se espera a que el sistema alcance el equilibrio, y luego se deja caer un
segundo bloque de 5 kg. Este proceso tampoco es cuasiestatico, pero es menos “violento”
que el primero. En términos mas técnicos, los estados intermedios en el proceso de la
derecha se apartan menos del equilibrio que los del lado izquierdo.

} ; '
al |-

Figura 6.2: Procesos no cuasiestaticos

fsig|
fsi\

B
|
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Es posible ahora imaginar que el proceso se realiza dejando caer, uno tras otro, diez
bloques de 1 kg, esperando después de la caida de cada bloque que el sistema alcance el
equilibrio antes de soltar el bloque siguiente. Ahora los estados intermedios son menos
lejanos al equilibrio que en la figura 6.2, pero se requiere mas tiempo. Es facil predecir que
si se deja caer pesos de un gramo cada vez, los estados intermedios se apartan aun menos
del equilibrio, pero al costo de incrementarse significativamente la duracion del proceso.

Si, como indica la figura 6.3, en vez de dejar caer pesos de un gramo se deja caer granos
de arena, uno por uno, el sistema apenas se aparta del equilibrio y el proceso descrito
serfa una buena aproximacion a un proceso cuasiestatico. Sin embargo, si un grano de
arena fina ! tiene una masa de aproximadamente 3 x 10~7 kg, se requerirfa un proceso de
varios miles de millones de etapas, lo que es en la practica prohibitivo.

%

Figura 6.3: Proceso casi cuasiestatico

6.1.3. Trabajo cuasiestatico y no cuasiestatico: diferencias

Existen diferencias substantivas entre los procesos y trabajos cuasiestaticos y los que
no lo son.

a) Especificacién de los estados

En un proceso cuasiestatico, al ser los estados intermedios de equilibrio, la presiéon P
puede especificarse con un solo niimero, como se ilustra al lado izquierdo de la figura 6.4.
La cdmara contiene un gas que se comprime suavemente, de modo que aproximadamente
se mantienen las condiciones de equilibrio durante el proceso.

El lado derecho de la figura 6.4 representa el caso contrario, en que el gas se comprime
violentamente con el golpe de un martillo pesado. Ahora la porcién de gas que se encuentra
inmediatamente bajo el émbolo es la primera en experimentar la compresion, de modo
que ahi la presion es mas elevada que en el resto del recipiente. Luego, la presién es una
funcién de las coordenadas y del tiempo P = P(x,y, z,t). Estos estados no se pueden
especificar con un solo valor de la presion.

'La arena fina corresponde a un tamaiio de grano 125-250 pm
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Figura 6.4: Izquierda, compresion suave, derecha, compresion repentina

b) Relacién entre trabajo cuasiestatico y no cuasiestatico

En una etapa elemental del proceso descrito a la izquierda de la figura 6.4, el medio
realiza sobre el sistema un trabajo w...s que se invierte inicamente en comprimir el gas.
Por el contrario, una etapa elemental del proceso descrito a la derecha, en que el medio
realiza un trabajo wyecuas, €ste trabajo se invierte en comprimir el gas y en generar ondas
de sonido, por lo que se requiere un mayor trabajo para realizar la misma compresion. Se
desprende que:

wTLOCUCLS Z wcuas (67)

6.1.4. Trabajo cuasiestatico PdV elemental

Area A
P dV B P
\@ 5 vax 1 5

Caso general Idealizacion

Figura 6.5: Trabajo realizado sobre el sistema durante una compresion cuasiestatica

Una situacion comun es aquella en que el medio comprime al sistema, que puede ser un
gas, liquido o sdlido, situacion que se muestra en la figura. Al ser el proceso cuasiestatico,
el sistema y el medio deben estar en equilibrio y sus presiones son iguales entre si. La
fuerza que el medio ejerce sobre el sistema es el producto de la presion por el area del
émbolo, F' = PA. Puesto que el desplazamiento del émbolo es dx, paralelo a la fuerza, el
trabajo realizado sobre el sistema es w = F-di = +F dx, donde el signo + se coloca para
enfatizar. Luego

w = Fdx = PAdx (6.8)
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Por otra parte, la variacién dV' del volumen del sistema es negativa y en médulo igual
a Adzx, luego dV = —Adx, con lo que

w=—PdV (6.9)

Observaciones

1. La expresion 6.9 es vélida solo para procesos cuasiestaticos. Si el proceso no lo es,
se aplica la desigualdad 6.7 y w > —PdV.

2. La presion en la expresion 6.9 es la presion del sistema, que a su vez es igual a la
del medio por encontrarse ambos en equilibrio.

3. Ademas, la presion en 6.9 es la presion antes de la compresién.

4. La expresién 6.9 solo se puede aplicar a una compresién (o expansién) hidrostética,
en que la presion asume el mismo valor en todas direcciones.

5. Si w es el trabajo realizado por el medio sobre el sistema y w’ el realizado por el
sistema, sobre el medio, entonces

W' = ~PdVipedio = —P(~dViistema) = +PdV = —w (6.10)

consistentemente con la ecuacion (6.5).

6.1.5. Trabajo cuasiestatico PdV extendido

Para calcular el trabajo realizado sobre el sistema es preciso especificar el proceso.
Notar que al tratarse de un proceso cuasiestatico, todos los estados involucrados son de
equilibrio y por lo tanto se pueden describir por medio de la presién y el volumen, es
decir, el par (P,V). Luego;

= Cualquier punto en el plano PV es un estado de equilibrio.
= Todo estado de equilibrio se puede representar por un punto en el plano PV.

= Un proceso cuasiestatico que lleva al sistema desde el estado A al B se representa
como una curva continua en el plano PV.

» Hay muchos procesos cuasiestaticos diferentes que llevan al sistema del estado A al
estado B.

= Un proceso no cuasiestatico no se puede representar en el plano PV.

La figura 6.6 muestra el plano PV con un estado inicial A y uno final B. Las tres
curvas representan procesos cuasiestaticos diferentes que llevan de A a B.
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Figura 6.6: Trabajo extendido. El area idicada es el producto PdV. Las curvas en color
son procesos alternativos que conectan los mismos estados A y B

El area bajo el proceso elemental resaltado en la curva de color negro es PdV'. Puesto
que el trabajo es —PdV, se concluye que:

El trabajo realizado por el medio sobre el sistema en un proceso cuasiestdtico a lo largo
de una curva dada, es el drea bajo la curva con signo menos (-).

6.1.6. Trabajo PdV ciclico

La figura esquematiza un proceso ciclico, en que el estado inicial es igual al final. Se
puede elegir arbitrariamente dos puntos 1 y 2 de modo que el proceso ciclico sea la unién
de dos procesos, el a de 2—1 y el b 1<-2. Entonces el trabajo realizado sobre el sistema en
el ciclo es la suma W, + W,,. W, es el area bajo la curva b con signo menos. W, es también
el area bajo la curva a con signo menos, pero como se la recorre en sentido contrario hay
un signo menos adicional y queda positivo.

4 TRABAJO EN UN CICLO
a

270°! -90°

Figura 6.7: Trabajo ciclico. El trabajo es igual al area enlazada por la curva cerrada,
asignandosele el signo segiin la regla de la mano derecha
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Luego Wea, es el drea bajo a menos el drea bajo b, siempre que el proceso (la curva)
se recorra segun el sentido positivo (regla de la mano derecha). Si se hiciera en el sentido
contrario, se asignaria un signo menos adicional. Luego, denotando ¢ a la unién de las
curvas a y b, c = a U b, se concluye que:

Wciclo = %_Pdv (611)

+1 st se recorre en sentido positivo

= Area enlazada por la curva X : : .
—1 si se recorre en sentido negativo

6.2. Otras formas de trabajo

Fuera de los sistemas denominados PVT, que quedan determinados por dos de esas
variables, existen situaciones en que las variables relevantes son otras.

6.2.1. Tension superficial

La superficie de los liquidos presenta algunos fenémenos que son parte de la vida
cotidiana:

» Un pequeno insecto puede quedar atrapado en el agua y no poder salir de ella,
incluso si estd muy cerca de la pared del recipiente.

» El liquido en un recipiente de area pequena, particularmente en un capilar, no tiene
la superficie plana sino un menisco céncavo (en el caso del mercurio es convexo).

» Es necesario realizar trabajo para inflar una pompa de jabon.

Origen fisico de la tensién superficial

La tensién superficial se origina en que las moléculas en la superficie de un liquido
(también un sélido) experimentan un desbalance de fuerzas. La figura 6.8 sugiere que una
molécula en el seno del liquido experimenta interacciones con otras moléculas hasta cierta
distancia, representada por el circulo gris.

Figura 6.8: Origen de la tension superficial. La molécula en la superficie experimenta
atraccion por las moléculas cercanas por abajo, pero no por arriba
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En el caso A, correspondiente a una molécula en el seno del liquido, la molécula
roja experimenta en promedio interacciones simétricas en todas direcciones, lo que arroja
como resultado una fuerza neta cero. Si, por el contrario, la molécula se encuentra en la
superficie como en el caso B, no hay moléculas por el lado de arriba que la puedan atraer,
lo que da por resultado un fuerza hacia el interior del liquido. Se concluye que la molécula
en rojo no puede estar en equilibrio por fuera de la superficie, pues aparececen fuerzas
restitutivas que la atraen hacia el interior. Un efecto de la tension superficial, entonces,
es minimizar el area de la superficie del liquido.

Trabajo realizado al aumentar el area del sistema

La figura 6.9 describe un alambre doblado en forma de U, de ancho L, sobre el que
se extiende una pelicula jabonosa. La “U” se cierra con un alambre mévil que se puede
traccionar en la direccién z para aumentar el area de la pelicula. La parte derecha de
la figura indica que la pelicula tiene dos caras y hay que considerar el aumento de area
asociada a cada una, por lo que este aumento es dA = 2Ldz.

Alambre deslizante
Vista transversal

L/ /Pelicula / F Superior
jabonosa / ’ —
Inferior
— S dA=(2L)dx
Marco de d
alambre X

Figura 6.9: Pelicula jabonosa sobre un alambre en U. Desplazar el sector recto mévil hacia
la derecha aumenta el area en 2Ldx.

Empiricamente se sabe que es necesario aplicar una fuerza F' hacia la derecha para
estirar la pelicula -también para mantenerla. El trabajo ejercido por el medio sobre la
pelicula (el sistema) al mover la barra hacia la derecha en dz es

wy = Fdz (6.12)
Pero dz = dA/(2L), luego

wa = FdA/(2L) (6.13)

Se define la tensidn superficial o (también se usan las letras v y o) como o = F/2L.
Notar que Ly, = 2L es el perimetro total del borde de la pelicula, entonces o« = F'/ Ly
y se puede interpretar o como fuerza por unidad de longitud. El trabajo -cuasiestatico-
realizado por el medio sobre el sistema al incrementar su area en dA queda ahora en la
forma:

wy = adA (6.14)

La tension superficial tiene unidades de N/m o, mds comunmente, J/m?, que permite
interpretarla como la energia necesaria para incrementar la unidad de area de un sistema.
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Esta propiedad se usara en el capitulo sobre transiciones de fase donde se mostrara que
genera una barrera contra la nucleacién de una nueva fase, figura 12.17. ?

Notese que la tension superficial es siempre positiva, lo que explica que los sistemas,
particularmente los liquidos, minimicen su area. Si fuera negativa, los sistemas tenderian
a extender su perimetro espontdneamente, lo que nunca se ha observado (corresponderia
a una inestabilidad de la materia).

La tensién superficial es una funcién de la temperatura y se anula a la temperatura
critica, concepto a ser estudiado en la seccion sobre transiciones de fase. La figura 6.10
muestra la dependencia del coeficiente de tensién superficial del agua en funcion de la
temperatura. Los cuadrados azules son mediciones experimentales y la curva roja el ajuste
de Guggenheim Katayama:

ac_x ~ a,(1 — T/T,)" (6.15)

Coeficiente de tension superficial en funcién de la temperatura

0,08
a, ~o (1-T/Tc)

0,07

o o
[=} [=}
521 >

Tension superficial (J/m?)
o
S

Material 20 °C Coeficiente o (I/m?)
0,03 Etanol 0,023

Aceite de oliva 0,033
0,02 o

Glicerina 0,059

Mercurio 0,51
agua 0,074

o
Q
=2

o

250 300 350 400 450 500 550 600 650

Temperatura (K)

Figura 6.10: Dependencia de la tension superficial con la temperatura.

donde «, vy T, son constantes asociadas a cada liquido, mientras que n es un valor cercano
a la unidad, que depende también del liquido en cuestion. El inserto muestra ademas la
tension superficial de algunos liquidos comunes a 20 °C.

Forma de las gotas de lluvia

El hecho que, abandonada a si misma, una gota minimice su energia superficial significa
que asumira la forma esférica, minimizando su superficie. No obstante, muchas personas
creen que la forma de una gota de lluvia es similar a la que se atribuye a una lagrima.
En efecto, las gotas de lluvia pequenas, menores a 1 mm, son esféricas. Puesto que caen
a través de un medio viscoso, el roce altera su forma y se achatan por encima de 2 mm.
A la fecha de la redaccion de estos apuntes, la pagina web de la Direccion Meterologica
de Chile -entre muchas otras- dibuja las gotas con la forma errénea.

2La tensién superficial juega un papel importante en la metalurgia extractiva del cobre, particular-
mente en el proceso de flotacién.
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6.2.2. Trabajo eléctrico

Numerosos sistemas operan con corrientes eléctricas, en cuyo caso las magnitudes
termodindmicas més relevantes son la carga eléctrica © cuya unidad es Coulomb (C) y el
potencial eléctrico ®, definido como energia por unidad de carga, cuya unidad es el Volt
igual a 1 Joule/Coulomb (J/C)? ademés de la temperatura, por lo que se denominaria
un sistema (®,0,T).

La figura 6.11 describe el esquema de un sistema constituido por un dispositivo eléctri-
co cualquiera (motor, computador, etc) mientras que la fuente eléctrica, bateria, red, solar
u otra fuente, forma parte del medio. El dispositivo estd conectado a la tierra (sistema
de referencia a potencial ® = 0) a fin de cerrar el circuito, la tierra es parte del medio.
Alternativamente, en el proceso de cargar una bateria, por ejemplo, el sistema estaria
constituido por la bateria y el medio contendria a la fuente que carga la bateria.

Medio Sistema

-

de ¢ =0

ref

Y

" tierra

Figura 6.11: Esquema de un dispositivo eléctrico.

En un proceso infinitesimal el medio transfiere al sistema una carga eléctrica df al
potencial ®, mientras el sistema devuelve al medio (a través de la tierra) la misma carga
al potencial ®y;.,.., = 0. La energia transferida por el medio al sistema -trabajo eléctrico-
es entonces:

Wetee = ©AO (6.16)

Del mismo modo que en la ec. (6.5), si w’ es el trabajo realizado por el sistema sobre
el medio:

w/elec - (I)d@medio - (I)d<_@sistema) = —Welec

donde se uso el hecho que la carga que ingresa al medio es igual y de signo opuesto a la
que ingresa al sistema.

Notar que, si el potencial de la referencia no fuera cero, sino que asumiera otro valor
®,.r, la ecuacion (6.16) se convertiria en:

Welee — ((I) — (I)ref)d@ (617)

3No se usan aqui V para el potencial ni para el Volt, ni tampoco @ para la carga, porque pueden
confundirse con el volumen y el calor.
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6.2.3. Otras formas de trabajo

No se discutié, por ser ampliamente conocido, el trabajo al extender o comprimir un
resorte unidimensional:

Incluyéndola, se puede notar que las formas de trabajo enumeradas anteriormente:

wip = Fdz
Wpay = —pdV
wy = adA
Welec = ®do
se pueden escribir todas en la forma:

donde X es una variable extensiva y dX denota la cantidad de variable extensiva trans-
ferida por el medio al sistema, mientras que £x es una variable intensiva -que luego se
denominara intensiva conjugada de X- que indica cuan cargada de energia ingresa d.X al
sistema, ec. (9.2).

Existen varias otras formas en que el medio puede transferir energia al sistema:

1. Trabajo de magnetizacion wy,q, = H-dM , en que H es la intensidad de campo
magnético y M el vector magnetizacién. M es la magnitud extensiva y H la intensiva.

2. Trabajo de polarizacion eléctrica wpy = E- df’, en que E es el campo eléctrico y P
el vector polarizacion. P es la magnitud extensiva y E la intensiva.

3. Transferencia quimica a través de la masa, aunque en este caso, por costumbre, no
se habla de “trabajo quimico”.

4. Otros...

6.3. Calor

Como es comun en fisica, ciencia que -con excepciones como “entropia’- recurre a
palabras de uso comun con un significado técnico, a veces muy diferente al cotidiano, la
palabra “calor” se usa en termodinamica con un significado preciso, que corresponde a
una forma de transferir energia.

Los primeros humanos presumiblemente disponian de un concepto de calor asociado al
fuego. Mas adelante aparecieron los primeros intentos de racionalizacién, que en el mundo
occidental estan asociados a los cuatro elementos de los filésofos presocraticos: tierra,
agua, aire y fuego, idea que persistié occidente hasta tiempos relativamente recientes *.

4Por ejemplo La vida es sueno, Calderén de la Barca, verso 2681.
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Ya en el s XI, Abu al-Rayhan Muhammad ibn Ahmad al-Biruni (Irédn, 973-1048) percibid
una relacién entre calor y movimiento °, que en occidente se formalizé a fines del s XIX.

Desde el punto de vista de la ciencia moderna, se destacan Francis Bacon ¢ y Robert
Hooke 7, quienes en el s. XVII relacionaron el calor con el movimiento. Sin embargo,
fueron las ideas Joseph Black ® las que configuraron la primera teorfa cientifica del calor
y definieron parte del lenguaje.

6.3.1. Las viejas teorias del flogisto y el caldrico

Mas alld de los planteamientos genéricos, se propuso al menos dos teorias del calor
ya abandonadas, aunque parte del lenguaje utilizado, asi como algunos errores concep-
tuales, persisten en la actualidad. No conviene ridiculizar esas teorias, en algiin momento
permitian sistematizar las observaciones disponibles.

El flogisto

Hacia 1667 Johann Joachim Becher intenté entender el calor como un fluido presente
en los cuerpos combustibles, poco después denominado flogisto. De este modo se explicaba
la combustion como la pérdida del flogisto. Esto permitia racionalizar las observaciones
disponibles, simbdlicamente escribiendo, por ejemplo:

carbon = ceniza + flogisto

En la combustién, el flogisto abandonaba el carbon, lo que explicaba la menor masa
de las cenizas. Aparentemente a nadie le preocupd que el proceso inverso, anadir flogisto
a la ceniza para obtener carbon, nunca fuera observado.

Esta teoria confundia los procesos de transferencia térmica con la combustién. Antoine-
Laurent de Lavoisier (1743-1794) noté que la combustién de los metales aumenta la masa
del residuo, lo que es inconsistente con la teoria. Lavoisier stablecié que la combustion esta
asociada al oxigeno del aire, y que la reaccion quimica de oxidacién y el calor, aunque apa-
rezcan frecuentemente relacionados, son conceptos diferentes. A partir de este momento
la teoria del flogisto decliné para ser rapidamente abandonada.

El calérico

La teoria del calorico o substancia del calor, que evoca a la del flogisto, asociaba el
calor con un “fluido sutil” que impregnaba todos los cuerpos. Fue formulada inicialmente
por el mismo Lavoisier, y en términos generales proponia:

® Amelia Carolina Sparavigna, The Science of al-Biruni, Departamento de Ciencia Aplicada y Tecno-
logia, Politécnico de Turin, Italia.

6... the very essence of heat, or the substantial self of heat, is motion and nothing else,... Francis
Bacon (1561-1626), Novum Organum (1620)

" Atribuye el calor al movimiento o la agitacion de sus partes Robert Hooke (1635-1703), citado en
Historia de las Ciencias, John Gribbin

8Joseph Black (1728-1799), fue un destacado catedrético de la Universidad de Glagow. Descubrié el
magnesio, aislé el didéxido de carbono y realizé otros importantes aportes a la termodinamica
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1. El calor es un fluido sutil que impregna los cuerpos.
2. Fluye de los cuerpos calientes a los mas frios.
3. El caldrico se conserva, no puede ser creado ni aniquilado.
4. El caldrico se autorepele.
Esta teoria permite explicar numerosas observaciones:
1. El frio es ausencia de caldrico.

2. Los cuerpos calientes contienen mucho calérico y los frios no. El flujo de calérico
de los primeros a los segundos se explica porque las unidades de calérico se repelen
entre ellas.

3. Durante la combustiéon se expele el calérico.

4. Explica la dilatacion térmica: al ingresar el calérico autorrepelente, las fuerzas de
repulsion incrementan el volumen del cuerpo.

5. Permitia mediciones cuantitativas, de hecho, el calorimetro fue inventado por La-
voisier 7.4.4.

El propio Sadi Carnot uso el concepto de calérico en su opusculo 11.1.4. No obstante,
surgirian fenémenos que no pueden ser explicados por la teoria del caldrico.

Primera falla de la teoria del caldrico

En primer lugar, los experimentos (tan simples como pesar una botella de agua cuando

esta estd caliente y cuando estd fria) mostraron que el calérico carecia de masa °.

Segunda falla de la teoria del calérico

La dilatacion térmica se explica por el propio volumen del caldérico que impregna los
cuerpos. Sin embargo, no todos los cuerpos se dilatan al calentarse. La figura 6.12 muestra
que al agua se contrae al calentarse desde 0 °C hasta 4 °C, para empezar a dilatarse a
partir de esta temperatura. Esta es una falla que la teoria del calérico no es capaz de
explicar.

9Experimentos de Rumford
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Volumen de 1 kg de agua en
funcién de la temperatura
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Figura 6.12: Volumen de 1 kg de agua en funcién de la temperatura. De 0 a 4 °C' el agua
se contrae al calentarse

Tercera falla de la teoria del caldrico

Finalmente, la teoria del calérico fue definitivamente descartada por Rumford ?, cuyos
experimentos en una fabrica de canones demolieron uno de los pilares de la teoria, la
conservacién del caldrico. Los canones se fabricaban moldeando primero un cilindro de
bronce y luego perforando el alma con una broca, proceso en que tanto el canén como la
broca y las virutas se calentaban notablemente. En términos del calérico se explicaba que
las virutas tendrian menor capacidad para retener el calérico, liberandolo.

Rumford reemplazo la broca afilada por una roma, que genera muchas menos virutas,
demostrando que los componentes también se calentaban, incluso mas que antes, llegando
-para asombro de los testigos- a hacer hervir agua. Era la primera vez que se hacia hervir
agua sin fuego. El experimento mostré a su vez que el trabajo mecanico realizado con la
broca y el calor corresponden a una misma magnitud fisica, que ahora se llama energia, y
son parcialmente intercambiables entre ellos (se podia “convertir trabajo en calor”). Ya en
esa época se encontraban en funcionamiento la maquina de vapor de Thomas Newcomen
(seccion 11.1.3) y mas recientemente la de James Watt (seccién 11.1.4), que permitian
parcialmente “convertir calor en trabajo”.

Es interesante notar que las caracteristicas atribuidas al calérico, en el lenguaje actual,
lo asimilaban a una magnitud extensiva. El nicleo de la falla de la teoria es que el calor no
es una magnitud extensiva (ni intensiva) y tampoco es una funcién o variable de estado,
caracteristica que comparte con el trabajo.

6.3.2. El experimento de Joule

El concepto de equivalencia entre calor y trabajo fue establecido a firme como con-
secuencia del experimento de Joule . La figura 6.13 representa esquematicamente su
experimento, el que consiste de:

10 James Prescott Joule (1818-1889, fisico, matemético y fabricante de cerveza)
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= Un recipiente lleno de agua,
térmicamente aislado, en la
medida que lo permitia la tec-
nologia del s. XIX, provisto de
un termémetro.

= Un sistema de paletas que, al
hecerse girar, agitan el agua.

\
™

Figura 6.13: Experimento de Joule.
El peso cayendo, a través de la po-
lea, hace girar las paletas dentro del
recipiente lleno de agua.

= Un sistema de poleas que, al
caer el cuerpo de masa M, ha-
ce girar las paletas.

El experimento consiste en medir la temperatura del agua antes de la caida del peso.
Luego se deja caer el peso una distancia conocida h, de modo que su variaciéon de energia
potencial es M gh. Esta energfa se transmite mecanicamente (energia cinética rotacional)
suministrada a las paletas que, al agitar el agua, la calientan, midiéndose nuevamente su
temperatura después de la caida.

El resultado del experimento arrojé dos resultados importantes:

1. Una unidad dada de trabajo mecanico produce siempre el mismo aumento de tem-
peratura del agua. Esto prueba que existe una relaciéon definida entre trabajo y
calor.

2. La unidad de energia necesaria para calentar el agua, mediante el fuego u otro
mecanismo térmico, es la caloria, en ese tiempo definida como la energia necesaria
para elevar la temperatura de un 1 g de agua en 1 °C. Por otra parte, se conocian
unidades para la energia transferida por medios mecanicos. Joule establecié que
existia una equivalencia de modo que, segiin sus mediciones, 1 cal =4,14 - 1,5 J. El
valor aceptado actualmente es 1 cal=4,184 J '!.

Joule sabfa que también se calentaria el recipiente (calorimetro) que contiene al agua,
por lo que antes se aseguré de medir la energia necesaria para calentar en un grado la
temperatura del calorimetro, para luego considerarla en el calculo.

La conclusion de Joule es que tanto el trabajo como el calor son ambas formas de
energia y midio el factor de conversion de unidades térmicas de energia a unidades mecani-
cas. Con alguna resistencia inicial, la idea se propagé y fue luego comunmente aceptada,
hasta ahora.

HVer la pagina web del National Institute of Standards (NIST). Joule hizo sus célculos en unidades
inglesas de la época, la denominacién de Joule para la unidad de energia del sistema internacional es
posterior.
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6.3.3. Definiciéon operacional del calor

Hasta ahora se ha usado la palabra calor sin haberla definido, apelando al significado
comun. Sin embargo es necesario precisarlo. La definicién del diccionario de la academia,
a la fecha de la redaccién de estos apuntes, es (sexta acepcién): 6. m. Fis. Energia que
pasa de un cuerpo a otro y es causa de que se equilibren sus temperaturas. No estd mal,
considerando que no es un diccionario técnico, pero en estos apuntes aun no se ha definido
la temperatura.

Considerar un sistema constituido por dos subsistemas A y B (se puede pensar en
ellos como sistema y medio). Ahora se impone restricciones de modo que no pueden inter-
cambiar energia mecanicamente (paredes rigidas), eléctricamente (paredes eléctricamente
aislantes), ni quimicamente (paredes impermeables). En términos de variables extensivas,
A y B no pueden intercambiar ninguna de las senaladas en la seccién 6.1. Esto significa
que no existe ninguna de las formas de trabajo indicadas en la seccién 6.1, por lo que
W = 0. La figura 6.14 esquematiza estas condiciones y el proceso cuando los sistemas A
y B se ponen en contacto.

Estado inicial Estado final

B = TA § B

Pared: En general si hay
-rigida transferencia de
-aislante eléctrica energia
-impermeable

Figura 6.14: Sistemas que interactian térmicamente hasta llegar al equilibrio.

Empiricamente se encuentra que bajo estas condiciones las propiedades -y por lo tanto
los estados- de ambos sistemas cambian: uno de ellos se “calienta” y el otro se “enfria”.
Se observa que existe intercambio de energia entre ambos, proceso de intercambio que se
denomina “térmico” y la forma en que se transfirié la energia se denomina calor. Notese
que esta definicién es operacional, indica como realizar el experimento para encontrar el
intercambio térmico, pero no hace conjetura alguna sobre la naturaleza del calor.

6.3.4. Propiedades del calor

= Notacion: el calor se denota con la letra Q) 4 0 ()5, segtn el sistema al que se refiera.

= Empiricamente, Q4 + Qp = 0 0 Qp = —Q 4. Esta condicién se puede obtener si se
impone la ley de conservacion de la energia, que se trata en la seccién 6.4.1.

» La transferencia térmica -el calor (- no esta asociada a la transferencia de ninguna
magnitud extensiva “visible” o directamente medible ‘2.

12En el préximo capitulo se mostrara que esté asociada a la transferencia de entropia
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Una cuestion de lenguaje: el calor, de igual modo que el trabajo, esta definido solamen-
te asociado a una transferencia de energia. No tiene sentido hablar del calor “contenido”
en un sistema. Puesto que el calor solamente “vive” durante la transferencia, es, estric-
tamente hablando, incorrecto decir “calor transferido”, porque el calor es una forma de
transferir energia. Es equivalente a decir “energia transferida térmicamente transferida”,
redundante. No obstante, la expresion “transferencia de calor” esta tan arraigada que se la
acepta, aunque sea un abuso de lenguaje, entendiendo que tanto quien lo dice como quien
lo escucha estan al tanto. Se trata de una nocion derivada de la teoria del caldrico, que
quedd tan fuertemente arraigada en el vocabulario que es dificil o imposible de extirpar.

® Equipo disefiado para acumular Energia CalGrica con 7 horas de consumo
eléctrico, permitiendo liberar calor durante las 24 horas del dia.

® | os acumuladores equipan blogues refractarios de acumulacion de alta
densidad, esto les permite acumular mas energia durante la noche y a
temperaturas mas bajas.

Figura 6.15: Propaganda que ofrece un acumulador de energia caldrica, lo que es concep-
tualmente erréneo

Un asunto diferente y mas problematico se muestra en la figura 6.15, imagen capturada
en internet. Se trata de un aviso comercial para ofrecer un acumulador de energia calorica.
El dispositivo es una estufa eléctrica, que calienta placas de ceramica de conductividad
térmica moderada a baja, de modo que se calientan durante el dia y emiten calor (ya es
esto un abuso de lenguaje) en la noche.

Puesto que el calor solamente existe durante una transferencia, no puede ser guardado
dentro de un sistema (no es una magnitud extensiva). Eso no significa que la estufa no
funcione, lo hace, pero la explicacion es diferente. Suena natural -si no se ha estudiado
termodinamica- decir que efectivamente el calor se guarda en el interior de la estufa. Lo que
realmente se guarda es una magnitud extensiva, la entropia, como se vera en el capitulo
siguiente. Desde luego, nadie pretenderia vender una estufa llamandola acumulador de
entropia (comprarla, menos).

6.3.5. Interpretacion actual del calor

En la actualidad el calor se interpreta como energia transferida a través de movimiento
molecular, sea traslacional como en un gas, vibracional como en un sélido, ambas en un
liquido. Esta afirmacion se refiere a dos mecanismos de transferencia térmica: conduccion
y conveccidn, existiendo un tercer mecanismo asociado a la radiacion, que se trata en el
capitulo 15.
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La teoria cinética de los gases, desarrollada en el s. XIX, y que se trata en el capitulo 13,
establece que las moléculas se encuentran en movimiento y permite encotrar un modelo en
el que la conductividad térmica de un gas (la capacidad de un material para transportar
energia) es, segun la ecuacién 14.47:

K= inf})\k‘B

4

donde r es una constante adimensional entre 3 y 6 y A la distancia recorrida por una
molécula entre dos colisiones. Esta expresién permite apreciar que la conduccién estd
directamente relacionada con la velocidad molecular.

En los sélidos, los atomos de los mismos se encuentran vibrando, de modo que el aco-
plamiento entre las vibraciones de unos y otros transfiere energia térmicamente. Es intere-
sante notar que la transferencia de energia que se denomina calor a escala macroscépica
es, en estos ejemplos, una transferencia de energia cinética desde el punto de vista mi-
croscopico. El vinculo conduce a una animacién que representa la conduccién térmica en
un sélido. La animacién modela realmente la conduccién térmica en un aislador eléctrico,
en el caso de un metal la conduccién se debe en su mayor parte al movimiento de los
electrones.

6.4. Primera ley de la termodinamica

La primera ley es el principio de conservacion de la energia, concepto que tardé algin
tiempo en consolidarse

6.4.1. Conservacion de la energia
Energia

Isaac Newton, fundador de la mecénica, no usé el concepto de energia (pero si el de
momentum). El primer acercamiento al concepto proviene de Leibnitz, quien denominé
vis viva a la cantidad mov?, donde m es la masa y v la velocidad, el doble de lo que ahora se
denomina energia cinética. Leibnitz habia notado que en varias situaciones esa cantidad
se conservaba.

Parece que el término energia fue usado por primera vez por Thomas Young en los
primeros anos del s. XIX, atn refiriéndose a la energia cinética, mientras que la expresién
energia potencial fue acunada por William Rankine hacia la mitad del s. XIX. A partir
de ese momento su uso se generalizo.

Ya se describié cémo, gracias en parte a los experimentos de Joule, fue posible reco-
nocer al calor como otra forma (de transferir) energia. Luego se entendié que también
existen otras formas de transferirla, extendiéndose el concepto a fenémenos eléctricos y
magnéticos.
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Conservacién de la Energia

Quien primero planted la hipdtesis de conservacion de la energia fue Emilia du Chate-
let 3. Hacia 1837, Karl Friedrich Mohr hipotetizé sobre la convertibilidad entre diferentes
formas de energia. Hacia 1853, Joule realizd su ya famoso experimento 6.3.2. Es intere-
sante notar que algin tiempo antes (1842) el médico Julius Robert von Mayer llegé a
conclusiones similares por medio de observaciones radicalmente diferentes. Durante un
viaje a Asia noté que la sangre de sus pacientes tenia un rojo més intenso '*. Enten-
di6 que eso ocurria porque, debido al calor, consumian menos oxigeno para mantener la
temperatura corporal. Hacia 1845 publicé una monografia en que establecia que calor y
trabajo eran ambas formas de energia y determiné el factor de conversion.

Se atribuye a Hermann von Helmholtz la declaracion explicita del principio de con-
servacion de la energia, que en los siguientes anos se extendio a través de la comunidad
cientifica.

6.4.2. Conservacion de la energia en Termodinamica

En el lenguaje termodindmico la conservacion de la energia, considerada la 1* ley de
la termodinamica, se puede enunciar de las siguientes formas equivalentes:

= La energia del universo local es constante.
= En un sistema aislado, la energia es constante.
= La energia no se puede crear ni destruir.

La primera ley tiene, desde el punto de vista légico, la condicién de axioma, puesto
que no se puede deducir de otras leyes. Sin perjuicio de lo anterior, en 1915 la matematica
Emilia Nother establecié que, en cualquier sistema fisico, una simetria esta siempre asocia-
da a una ley de conservacién. Asi, la homogeneidad del espacio determina la conservacion
del momento lineal, y la isotropia del espacio determina la conservacién del momento
angular. La simetria de las leyes fisicas con respecto al tiempo, es decir, la suposicion de
que las leyes fisicas son siempre las mismas '°, conlleva la conservacién de la energfa. Por
el contrario, la no conservacion de la energia, creandose o aniquildndose, significaria que
las leyes fisicas cambian en el tiempo.

Algun critico puede afirmar que la conservacion de la energia no es mas que una tau-
tologia: los fisicos hacen trampa y cada vez que encuentran que la energia no se conserva,
inventan una nueva forma de energia para sumarla y hacer que el total se conserve. Hay
algo de cierto en eso, pero lo crucial esta en la frase sumarla y hacer que el total se con-
serve. Eso no es trivial, y precisamente el argumento a favor, desde el punto de vista
epistemoldgico, es que ese procedimiento es consistente. Desde el punto de vista de la
validez de las leyes, la 1* ley se valida permanentemente a través de las predicciones que
genera y que, hasta ahora, han resultado correctas.

13Gabrielle Emilie Le Tonnelier de Breteuil, Marquesa de Chatelet (1706-1749)

14En esa época aun era frecuente usar la sangria como recurso terapéutico para casi cualquier cosa.

I5Este lenguaje es un tanto coloquial, se expresa matematicamente en términos de simetrias de ope-
radores
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La conservacion de la energia tiene caracter local, la energia se conserva punto a punto.
Eso significa que no es posible la aniquilacién de 1 J de energia en una regién del espacio
y la creacién de 1 J en otra region, eso seria conservacién global y no local. En otras
palabras, la tnica forma en que puede cambiar la energia de un sistema, es que ingrese o
salga energia del mismo, lo que debe ocurrir a través de la superficie del sistema. Esto se
puede expresar en terminos matémaéticos: si Jg es el vector densidad de flujo de energia
total (Jm~2s™!) entonces debe cumplirse:

V-Jz=0

6.4.3. 1% Ley en términos de calor y trabajo

Considerar un sistema que interactia con el medio evolucionando desde un estado a
otro préximo, como se esquematiza en la figura 6.16. El sistema es de color celeste y el
medio gris claro. Se usan las siguientes convenciones:

= Las variables de estado se dibujan en el interior del sistema.

= Calor y trabajo, que no son variables de estado, se dibujan fuera de las cajas y por
encima de la flecha.

» Las magnitudes extensivas transferidas por el medio al sistema (dE, dS, dV, etc.)
se dibujan debajo de la flecha.

Notese que w es cualquier forma de trabajo o incluso la suma de varios de ellos.

SISTEMA ¢ q ¢ w
E,S,V, 0, - |E+dE, S+dS,

V+dV...
e it

dE dS dV d© dA dp dL

Figura 6.16: Sistema que evoluciona entre dos estados préximos interactuando con el
medio

La primera ley en este caso se escribe:
dE =q+w (6.20)

Esta expresién es, hasta donde se sabe, valida siempre: no requiere que los estados
inicial o final sean de equilibrio o no, y tampoco requiere que el proceso sea cuasiestatico.
No obstante, si el proceso no es cuasiestatico, no se puede reemplazar w como Weyes =
—PdV (ni ®dO o adA, segin corresponda).

En cambio, si el proceso fuera cuasiestatico, en cuyo caso los estados inicial y final
deben ser de equilibrio, si se podria escribir:

dE = q — PdV (6.21)
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Nuevamente, si la prima ’ denota al medio, desde el punto de vista de este seria

dE' =¢ 4+ w' = —q¢—w=—dFE (6.22)

6.4.4. Conservacion de energia en una colisién

Considerar la colisiéon pléastica entre dos cuerpos del mismo material e igual masa
m, representada en la figura 6.17. Antes de la colisién ambos objetos se mueven con
velocidades opuestas de modulo v, por lo que después de la colision plastica el cuerpo
resultante esta inmovil en el centro de masas. Se supuso una colisién frontal para que el
cuerpo resultante no rote.

v .58
-v “/
Q'—» &J’ Estado inicial

i P U M | Proceso

‘“ ) Estado final

Figura 6.17: Colisién plastica frontal entre dos objetos macroscopicos iguales, representada
en el centro de masas.

Considerar el balance de energia. El sistema de los dos cuerpos puede considerarse
como un sistema aislado (para que no haya ondas de sonido ni conduccién térmica), por
lo que, segun la 1* ley, la energia debe conservarse.

Antes de la colision la energia cinética es 2 x %va. Después de la colision la velocidad
es cero y la energia cinética es por lo tanto cero, y parece que no se conservara la energia.
Esta dificultad proviene de suponer que en ambas situaciones, antes y particularmente
después de la colisién toda la energia es cinética de traslacion, lo que no es efectivo. De
hecho, la experiencia nos dice que el cuerpo resultante estara caliente, por lo que se puede
afirmar que la energia cinética se convirtié en calor y este a su vez calent6 a los cuerpos,
afirmacién que no hace referencia a la estructura interna de la materia.

Si se considera que la materia esta constituida por particulas, en ultima instancia,
atomos, es posible representar una visién microscopica de la colisién como en la figura
6.18. El sélido se puede modelar como 2N atomos (/N en cada cuerpo) vibrando en torno
a sus posiciones de equilibrio con oscilaciones armonicas.
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Figura 6.18: Visién microscopica de la colision anterior.

De este modo, la energia cinética traslacional del estado inicial se transfiere a energias
cinética y potencial elastica de los 4&tomos vibrando, cuya suma iguala a la energia cinética
traslacional inicial. El detalle de este modelo puede consultarse en la seccion 8.3.1.
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Capitulo 7

Temperatura absoluta

En este capitulo se introduce el concepto de temperatura y se encuentra la relacién
entre la entropia transferida por medio al sistema y magnitudes medibles, calor y tempe-

ratura.

7.1. Ley cero

En la seccién 3.4.6 se indicd que el equilibrio termodindmico entre dos sistemas invo-
lucra simultaneamente todos los equilibrios discutidos en esa oportunidad. La tabla 7.1
muestra que cada equilibrio en particular requiere que una magnitud intensiva determi-

nada sea comun a ambos sistemas en equilibrio:

Tabla 7.1: Magnitud intensiva asociada al equilibrio

Sistema Magnitud Comentario
intensiva
comun
Equilibrio mecanico PVT P Presién

Equilibrio mecanico superficial
Equilibrio eléctrico
Equilibrio quimico
Equilibrio térmico

HT &R

Tension superficial

Potencial eléctrico

Potencial quimico, por definir
Temperatura, a ser definida ahora

Considerese dos sistemas en equilibrio térmico. Segun lo discutido en la seccién 3.4.5
no existe flujo térmico (calor) entre ellos. Fue Fowler (1931) quien noté que la existencia de
la temperatura constituia en si un axioma, al que denominé ley cero de la termodindmica.
Esto se hace en base a las siguientes consideraciones:

1. Se define como mds caliente al sistema que cede energia en una interaccion térmica.

2. Es posible ordenar los estados de equilibrio de los sistemas de menos caliente a mas

caliente.
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3. En el equilibrio térmico, dos sistemas A y B deben tener alguna propiedad en comun.
Por definicién se establece que esta propiedad es la temperatura: dos sistemas en
equilibrio térmico estan a la misma temperatura. Este enunciado es el que constituye
la ley cero de la termodinamica.

4. Transitividad: si los sistemas A y B estdn a la misma temperatura, y los sistemas B
y C estan a la misma temperatura, entonces A y C estan a igual temperatura. Esta
propiedad permite construir termémetros.

7.2. Temperatura empirica

Se denomina temperatura empirica a cualquier escala que cumpla los puntos enume-
rados anteriormente y que se basa en las propiedades de un sistema particular. Para esto
se procede de manera operacional, es decir, no se dice qué es una temperatura empirica,
sino cémo construir un termémetro y se define como temperatura lo que este mide.?

Esto requierese puede realizar a través de las siguientes operaciones

1. Se elige un sistema de referencia A (o més de un sistema) que dispone de estados
facilmente reproductibles, denominados puntos fijos. Ejemplos pueden ser agua en
equilibrio con hielo, agua hirviendo, plomo fundiéndose, etc.

2. Se asigna a los puntos fijos valores arbitrarios de temperatura 6, 6, ...

3. Se elige un sistema C denominado termoémetro, que debe tener una propiedad x cuya
magnitud crezca (o disminuya) de manera continua al estar en contacto con cuerpos
cada vez mas calientes, en el sentido definido anteriormente 1. Esta propiedad x se
denomina pardmetro termomeétrico.

4. Se mide los valores del parametro termométrico del sistema C (el termémetro) en
equilibrio con el sistema de referencia A en los puntos fijos:

= A z; le corresponde 6,

= A x5 le corresponde 6,
5. Se elige arbitrariamente una funcién termométrica 6(z)

Esto suena engorroso, pero se aclara al considerar el termémetro de mercurio.

7.2.1. El termémetro de mercurio y la escala centigrada

Este termémetro y el de alcohol funcionan de manera similar, como se describe a
continuacion.

!Del mismo modo que se establece para la longitud: si A y B tienen la misma longitud, y B y C
también tienen la misma longitud, entonces A y C tienen la misma longitud. Esto permite construir un
sistema para medir, la regla

2Similarmente al tiempo, que operacionalmente se define como aquello que se mide con un reloj
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1. Sistema de referencia A: agua. Dispone de dos puntos fijos

a) Agua en equilibrio con hielo a presiéon ambiente.

b) Agua hirviendo a presién ambiente

Ambos puntos fijos requieren que el agua sea de alta pureza (agua deionizada) y
que se especifique explicitamente el valor de la presion atmosférica.

2. A los puntos fijos anteriores se les asigna temperaturas 0 y 100 respectivamente *

3. Termémetro: es un tubo capilar parcialmente relleno con un liquido (mercurio o
alcohol coloreado) como se muestra esquematicamente en la figura 7.1. El parametro
termométrico es la longitud x de la columna de liquido dentro del capilar.

X

Figura 7.1: Termometro de mercurio,

4. Se coloca el termdémetro en contacto con el sistema A

a) Se mide la longitud z; de la columna de liquido en el capilar cuando A se en-
cuentra en el estado (punto fijo 1) hielo fundente, al que se asigné temperatura
0.

b) Se mide la longitud x5 de la columna de liquido en el capilar cuando A se en-

cuentra en el estado (punto fijo 2) agua hirviendo, al que se asigné temperatura
100.

5. Se asigna arbitrariamente una funcién termométrica, en este caso:

r — I
O(r) = —— x 100 7.1
@)= ="t x (71)

De este modo, si z = x; la temperatura es 0 y si z = x5 la temperatura es 100. Esta
temperatura se conoce como antigua escala centigrada. *

Notar que este termémetro no podria funcionar usando agua en lugar de mercurio o
alcohol, segun lo discutido a propdsito de la figura 6.12, puesto que el agua se contrae
entre 0 °C y 4 °C.

Han existido varias escalas empiricas, casi todas en desuso.

3Originalmente Celsius la defini6 al revés, 0 al agua hirviendo y 100 al hielo fundiéndos. Presumible-
mente, viviendo en Suecia, le interesaba medir el frio.

4La escala Celsius, que es la que se usa actualmente, difiere sutilmente de la centigrada y se define a
partir de la temparatura absoluta.
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= Rgmer: Ole Christensen Rgmer construyo un termémetro asignando el cero al punto
de congelacion de una salmuera y 60 al de ebullicién, cayé rapidamente en desuso.

s Farenheit: Daniel Gabriel Fahrenheit fijé el cero usando una mezcla refrigerante y
96 a la temperatura del cuerpo humano (hay varias versiones). En la actualidad se
usa unicamente en EEUU.

» Rankine: ( William Rankine,1859) usa las divisiones Farenheit partiendo del cero
absoluto, actualmente en desuso.

s Reamur: (René Antoine Ferchault de Réaumur 1731) El cero corresponde al hielo
fundente y 80 a la ebullicién del agua, en desuso.

7.2.2. Otros termometros

El termoémetro de mercurio ha caido en desuso, en parte por la toxicidad de los vapores
de mercurio y el riesgo subsecuente a una ruptura, y en parte debido a que los termoémetros
que ocupan como parametro termométrico una senal eléctrica pueden ser conectados mas
facilmente a un computador.

Termometro de termopar

A veces mal traducido como termocupla (por la expresién anglosajona thermocouple),
se basa en el efecto termoeléctrico.

Este efecto consiste en que un alambre conductor (o semiconductor) cuyos extremos
se encuentran a diferentes temperaturas presenta también una diferencia de potencial
eléctrico entre los extremos. En el extremo a mayor temperatura la agitacion térmica de
los electrones es ligeramente mayor que en el frio, por lo que estos migran hacia el extremo
frio, hasta que el campo eléctrico generado induce una corriente en el sentido contrario,
de modo que el sistema alcanza un estado estacionario. Por esto el extremo a mayor
temperatura es positivo. La situacién se esquematiza en la figura 7.2 a). La diferencia de
potencial entre los extremos depende de la diferencia de temperatura y de una propiedad
del material (el coeficiente termoeléctrico).

a) b)
T, T, T s Ty
2 AD
o, o, ®,
T

1

Figura 7.2: a) Esquema del efecto termoeléctrico, b) esquema del termémetro de termopar.

La parte b) de la figura 7.2 ilustra dos alambres unidos en un punto a temperatura
T5. Si los dos alambres fueran del mismo material, el potencial en el extremo de ambos
alambres a temperatura 77 seria el mismo y A® seria nulo. Por el contrario, si se trata de
dos materiales diferentes, con diferente coeficiente termoeléctrico, un voltimetro medira
una diferencia de potencial A®. Esta es la base de funcionamiento, pero el esquema real
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es mas complejo porque necesita un sistema adicional a una temperatura de referencia
(generalmente hielo fundente) no indicado en la figura. Los controladores electrénicos
emulan esa referencia, simplificando el uso.

Existen termémetros electrénicos basados en termistores, materiales con coeficiente
de temperatura negativo (la resistencia eléctrica decrece al aumentar la temperatura),
Opticos e infrarrojos, que no requieren contacto con la muestra, etc.

7.3. Temperatura absoluta

En esta seccién se trata de determinar cémo se distribuye la energia entre dos sistemas
en equilibrio térmico, como se indica en la figura 7.3. El universo local esta constituido
por dos sistemas A y B, que pueden interactuar a través de una pared diatérmica, es decir,
que permite la interaccion térmica. La pared es rigida y no permite interaccién mecdanica,
aislante eléctrica y no permite interaccion eléctrica, etc. La tnica interaccion posible es
térmica.

7.3.1. Distribucion de la energia entre dos sistemas

Figura 7.3: Sistemas A y B que pueden interactuar a través de una pared diatérmica
(permite la interaccion térmica). AUB=U esta aislado

El problema es ahora determinar como se distribuye la energia entre los sistemas A y
B. Por conservacion de la energia debe ser
Es+ Ep=FE, esuna constante (7.2)

La 1* ley no permite especificar exactamente cuanta energia hay en cada sistema.
Permite que toda esté almacenada en A, toda en B, o cualquier situacién intermedia.

Por otra parte, la 2% ley establece que en el estado de equilibrio el universo debe
maximizar su entropia:

Sy = SA(Ex) + Sp(Eg)  debe ser méximo (7.3)
Conviene expresar Fp en funcién de Ey:
Eg=FE,— E4
luego

Sy = Sa(E4) + Sp(Ep = E, — Ep)
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Derivando con respecto a E4:
8514 85'3 aEB _
<8EA)V i (aEB)V 8 (aEA)V =0

aSA OSB

) —|laz) =0 o

aE1A v aEB v

@S aS L4 o7 .
(@_E)V ‘ A ((9_E)V ‘B condicién de equilibrio

Se desprende que si los sistemas A y B estan en equilibrio, entonces comparten la propiedad

( i )

or /.,

la que es entonces un parametro termométrico. Puesto que todos los sistema tienen en-
tropia, es ademas un parametro universal.

7.3.2. Definicién de temperatura absoluta

En vista del razonamiento anterior, se define la temperatura absoluta 7' de un sistema

en equilibrio como:
1 oS

La unidad de temperatura absoluta es K, kelvin (no °K ni grado kelvin).

7.3.3. Propiedades de la temperatura absoluta
Derivada inversa

La definicién de temperatura absoluta 7.4 satisface las condiciones bajo las cuales se
derivo le ec. (1.4), por lo que se puede poner:

Propiedades: 7' > 0

Puesto que el numero de configuraciones accesibles €2 crece con la energia, S = kg In (2
también crece con la energia y su derivada es positiva, luego 7" > 0.

Propiedades: el sistema mas caliente esta a mayor temperatura

Mas arriba se definié como sistema mas caliente al que cede energia en una interac-
cién térmica, es decir, el calor es negativo ¢ < 0. La figura 7.4 muestra dos sistemas A y
B en un estado inicial muy préximo al equilibrio, que después de una interaccién térmica
pura alcanzan el estado de equilibrio. Se supone que inicialmente B estaba mas caliente
que A, por lo que ¢g < 0.
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Casi en equilibrio Equilibrio

Interaccién

A B térmica A B

Figura 7.4: Interaccion térmica entre dos sistemas inicialmente casi en equilibrio

Al pasar del casi equilibrio al equilibrio la entropia de A U B debe aumentar, como
consecuencia de la ley de crecimiento de la entropia. Entonces

08 53
s — (a_E)V )AdEA n (8_E)V ‘BdEB >0

1 1
= —dBEs+ —dEp >0
T, Ty P
expresion que es el desarrollo en serie de Taylor de la entropia. En la segunda linea se usé
la definicién de temperatura absoluta, ec.(7.4).
Puesto que la interaccion es puramente térmica:

Luego,
44 4a
— ——>0
Ty Tp
1 - 1
Ty Tp
Tg > Ty

Por lo tanto, el sistema mas caliente esta a mayor temperatura.

7.3.4. Otras escalas y listado de temperaturas
Escala Celsius

La escala Celsius, basada en la escala centigrada, actualmente se define en términos
de la escala de temperatura absoluta. Notar que la unidad de temperatura es °C (grado
celsius), mientras que la de temperatura absoluta es K (kelvin). Las conversiones mas
comunes son:

Kelvin a grado celsius T'(°C) =T (K) — 273,15 (7.6)
Grado fahrenheit a grado celsius T'(°C) = (T°F) — 32) +5/9 (7.7)
Grado fahrenheit a kelvin T'(K) = (T'(°F) — 32) +5/9 + 273,15 (7.8)
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La tabla muestra una selecciéon de temperaturas, desde la mas baja obtenida en un
laboratorio hasta la mas elevada concebible.

Tabla 7.2: Listado de temperaturas

Sistema Temperatura
K

Minima temperatura obtenida en un laboratorio 3,6 x 1073
Fondo de radiacion en el espacio 2,7
Ebullicién del helio liquido a presién ambiente 4,11
Ebullicién del nitrégeno liquido a presion ambiente 77,35
Congelamiento del agua a presion ambiente 273,15
Punto triple del agua 273,16
Cuerpo humano 310
Temperatura critica del agua 647,096
Fusion del Ta,HfCy 4488
Superficie del sol 5700
Interior del sol 107
Explosién termonuclear (bomba de hidrégeno) 108
Universo al momento del big bang 1030

7.4. Capacidades térmicas

La capacidad de un sistema es una medida cuantitativa de su habilidad para almacenar
algo. Esta capacidad puede ser total o diferencial. En el caso de un estanque de agua, por
ejemplo, su capacidad serd grande si anadirle un m?® de agua apenas altera su nivel. La
definicion de capacidad térmica es muy similar.

Medio

ql T+AT...

Figura 7.5: Incremento en la temperatura de un sistema al interactuar con el medio

La figura 7.5 representa dos estados préximos de un sistema que interactia térmica-
mente con el medio, de modo que su temperatura se incrementa en A7T. Debe notarse que
es preciso especificar el proceso a través del cual se realiza la interaccién. Se define dos
capacidades térmicas para el sistema (en principio se puede definir mas, pero estas son
las de interés practico).
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7.4.1. Capacidad térmica a volumen constante Cy

Se consiera un proceso de transferencia térmica desde el medio al sistema manteniendo
constante el volumen de este.

Cy = (%) (7.9)

Sus unidades son J/K. Puesto que el proceso se realiza a volumen constante el medio no
realiza trabajo y

AFE = qy +wy
Ademas
iz, (57) .= (or)
aT—0 \ AT ) v or /.,
Luego se puede poner
oo () -

Notar que aunque C'y se defini6 a través de un proceso, al estar igualado a una relacién
entre variables de estado es también una variable de estado. Cy depende solamente del
estado (no se puede decir que dependa o no del proceso, porque este ya fue fijado).

7.4.2. Capacidad térmica a presion constante Cp

En este caso se consiera un proceso de transferencia térmica desde el medio al sistema
manteniendo constante la presién del mismo.

Op = (%) (7.11)

Sus unidades también son J/K. Ahora el proceso a presién constante no mantiene fijo el
volumen y el medio si realiza trabajo sobre el medio:

AE = qp+wp
AFE = qp — PAV suponiendo proceso cuasiestatico

o= (52) .+ (5,

que, al tomar el limite AT — 0 conduce a:

Cp = (g—i)P +P (%)P (7.12)

Notar que las ecuaciones 7.10 y 7.12 no son simétricas.

Luego
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La capacidad térmica a presion constante es mayor en general que a volumen constante.
Una idea simple es que a volumen constante el agente externo -el medio- invierte toda su
energia en aumentar la temperatura. Por otra parte, a presion constante, invierte una parte
en realizar trabajo y otra en aumentar la temperatura, por lo que el denominador ATp es
menor y por ello el cociente que define la capacidad es menor. Se sigue de aqui que en los
gases, muy compresibles, ambas capacidades difieren sensiblemente. Por el contrario, en
liquidos y sélidos las dos capacidades son muy parecidas. La relacion C'p > Cy, se puede
demostrar como una relacién general usando las herramientas del capitulo 9 (formalismo).

7.4.3. Calores especificos

Las capacidades antes definidas se refieren a un sistema completo. En las tablas de
referencia estan presentadas con respecto a la unidad de masa o molar. Por este motivo
se definen los calores especificos como sigue:

Calor especifico por unidad de masa

Definicién:
CV:CV/M CP:CP/M (713)

donde M es la masa del sistema. Existen dos, uno a volumen constante ¢y y otro a presion
constante cp. Sus unidades son JK~tkg™!.

Calor especifico por mol

Definicién:
Cy = Cv/l/ Cp = Cp/l/ (714)

donde v es el nimero de moles. También existen dos, uno a volumen constante ¢y y otro a
presién constante cp. Sus unidades son JK 'mol~!. Puesto que se usa el mismo simbolo,
es necesario consultar las unidades de las tablas para determinar a cual se refieren.

Tanto las capacidades Cy y Cp como los calores especificos son funciones de la tem-
peratura. La tabla 7.3 muestra calores especificos para algunos materiales.

Son enganosas las altas capacidades del hidrégeno y el helio: sus densidades son tan
bajas que el volumen de 1 kg de hidrégeno gaseoso es de 11 m?. Por otra parte destaca el
enorme calor especifico del agua, siendo uno de los mas elevados. De ahi, por ejemplo, su
capacidad de apagar el fuego, ° ya que una masa dada de agua es capaz de enfriar varias
veces su masa de combustible. Reciprocamente es facil quemarse con agua caliente o algo
que contenga mucha agua (como una papa caliente).

En general los calores especificos son funciones de la temperatura y la presion.

5Estrictamente hablando, fuego de tipo A: combustibles normales que dejan residuo como madera,
papel, carbon, etc.
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Tabla 7.3: Calores especificos a presion constante a temperatura ambiente

Material calor especifico
kJK 1kg™! JK~tmol~*

Gas ideal monoatomico gR:20,8
Helio 5,1932 20,8
Argén 0,5206 20,8
Gas ideal diatémico %R:29,1
Aluminio 0,897 24,2
Aire 1,012 29,19
Carbono (diamante) 0,5091 6,115
Carbono (grafito) 0,710 8,53
Agua 4,181 75,327
Hielo (0 °C)l 2,050 38,09
Nylon 66 1,20-2,09
Ladrillo 0,84
Madera 0,49

La figura 7.6 muestra el calor especifico del agua cp JK 'kg~! en funcién de la tem-
peratura. El valor promedio es 4,19 JK 'kg~! y, como indica el gréifico, se la puede tomar
como constante con muy poco error.

422
422%
421 @
421 %
420
4,20
419
o 4,19
4,18
4,18
417

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temperatura °C

Calor especifico del agua liquida

Promedio: 4,19 kJK*kg*

kJK-tkgt

90 100

Figura 7.6: Calor especifico del agua cp en funcion de la temperatura.

7.4.4.

Las capacidades térmicas son, en principio, medibles. En la practica es muy dificil
medir una capacidad a volumen constante, puesto que generalmente un cambio en la tem-
peratura involucra un cambio de volumen °. Por el contrario, es mucho més ficil medirla
a presion constante, por medio de un instrumento denominado calorimetro, representado
esquematicamente en la figura 7.7.

El calorimetro es un recipiente rodeado de un aislador térmico (aislapol, lana de vidrio,
lana de alimina, puede ser un termo, etc.). Estd equipado con un termémetro y un resistor

Calorimetria

SE] cambio de volumen se describe por medio del coeficiente de dilatacién térmica definido en la ec.
(9.17)
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de resistencia R. Estando el calorimetro vacio, se hace pasar una corriente eléctrica I a
través del resistor durante un tiempo ¢, de modo que la energia transferida térmicamente
al calorimetro es gp = RI*t. El termémetro mide el incremento de temperatura AT, con
lo que se determina la capacidad térmica del calorimetro C¢derimetro — ¢, /AT

Luego se repite el experimento colocando una cantidad conocida de la muestra, mi-
diéndose esta vez un aumento de temperatura AT < AT, con lo que se determina la capa-

cidad térmica del sistema (calorimetro+muestra) CLo% = gp/AT’. La capacidad térmica
de la muestra es entonces la diferencia Cpuestra = (¢Fotal _ Cealorimetro — o AT —qp /AT .

Termémetro —»

< Aislacion térmica
Recipiente aislado
VW~ Resistencia eléctrica

- 7\ Muestra

Figura 7.7: Esquema de un calorimetro

7.4.5. Fuente térmica

La expresion fuente térmica es una idealizacién para referirse a un sistema tan grande
-comparado con los otros con que interactiia- que su variacién de temperatura es despre-
ciable frente a la que experimentan los otros cuerpos que interactiian con él.

Lo anterior suele idealizarse aun més afirmando que una fuente térmica tiene capacidad
térmica “infinita”, es decir, tan grande que puede absorber o emitir cualquier cantidad de
calor sin que su temperatura cambie.

Antes se daba como ejemplo el océano, pero ahora se sabe que los humanos si pueden
cambiar su temperatura, y parece que esta ocurriendo. La temperatura de un rio o un
lago puede ser cambiada por una planta generadora de energia de gran envergadura, etc.

7.5. Transferencia reversible de entropia
Transferir entropia no es gratis

Hasta ahora la entropia S = kgln{) solo la podido calcularse para algunos siste-
mas idealizados. En esta seccion se mostrara que es posible relacionarla directamente con
magnitudes medibles: calor y temperatura. Se concluird que, asi como la energia no se
puede transferir sola, sino asociada siempre a alguna otra magnitud extensiva, transfe-
rir entropia no es gratis: también su transferencia debe estar asociada a otra magnitud
extensiva, generalmente la energia.
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7.5.1. Interaccién térmica reversible, estados préximos

Considérese la situacién descrita en la figura 7.8, en la que el sistema interactia con el
medio a través de un proceso reversible, lo que significa que no existe creacién de entropia
ni en el sistema, ni en el medio ni en la frontera entre ambos.

MEDIO l q., ' W,

Reversible

Figura 7.8: Sistema que interactia reversiblemente con el medio

Debido al desarrollo de la energia E(S,V) en serie de Taylor se puede poner

OFE OFE
dE = (%)Vds-l— (W)de

OF
=T =
s + (8V)de

donde la derivada (g_g)v se reemplazé por T usando la ec.(7.5).

Por otra parte, debido a la conservacion de la energia en un proceso reversible:
dE = Qrev + Wrey = Qrev — Pdav (715)

Restando ambas ecuaciones:

(TdS —qu)+ | (2E) +P|av=0 vas, av (7.16)
v )

Es importante destacar que la ec. (7.16) es una identidad, en el sentido que debe
cumplirse para cualquier valor de las variables independientes dS y dV'. De este modo se
puede elegir, por ejemplo, dV = 0. Con esto, la ecuacion 7.16 queda TdS — grep, = 0 0
bien

Qrev
d = 1
Srev T (7 7)

= Puesto que dS y dV son variables independintes, la ec. (7.17) es correcta indepen-
dientemente del valor que asuma dV 7.

= (S representa la entropia transferida reversiblemente por el medio al sistema.

7 Alternativamente se puede usar el hecho que, si una combinacién lineal de dos magnitudes indepen-
dientes, en este caso dS y dV, es idénticamente nula, los coficientes deben serlo.
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Puesto que no se crea entropia, la transferida por el sistema al medio es igual y de
signo contrario: dS,,cqio = —dS.

T es la temperatura del sistema, que debe ser igual a la del medio porque ambos
estan en equilibrio.

Grev €S calor reversible.

La ec. (7.17) se aplica a estados préximos.

7.5.2. Interaccién térmica reversible, estados arbitrarios

Ahora se considera en caso en que los estados inicial y final no son necesariamente
proximos, situacién representada en la figura 7.5.2. El proceso completo es una sucesién
de procesos reversibles. No obstante, para ir del estado 1 al estado 2 existe una infinidad
de procesos reversibles diferentes, cada uno de ellos asociado a un calor (y un trabajo)
que dependen del proceso:

Qa:/q Qb:/bq Q. # Qp en general

A,

aEE

~ Reversibles paso a paso

Figura 7.9: Sistema que interactiia reversiblemente con el medio; izquierda: diferentes
procesos estan asociados a la misma variacion de entropia.

La entropia debe calcularse a través de alguno de esos procesos, lo que conduce a la
siguiente situacion:
= El calor depende del proceso, y en general serda QQ, # Qp.

= La entropia es una funcién de estado y no depende del proceso, por lo que la integral
debe arrojar el mismo resultado independientemene del camino:

Sy — :/q;i“ - q;i” _ (7.18)
a b

Esto ultimo resulta en la préactica altamente conveniente: puesto que S,—S57 no depende
del proceso, se dispone de la libertad de elegir el proceso mas simple imaginable para el
calculo.
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7.5.3. Teorema de Clausius

Considerar la curva cerrada definida por ¢ = a U (—b), donde el signo menos significa
que la curva b se recorre en el sentido inverso al de la figura. Entonces:

fz/q;i” —/bq;f“ (7.19)
= (82— 51) = (S2 = S1) (7.20)
=0 (7.21)

resultado conocido como teorema de Clausius. Fue Clausius quien llegd a la relacién 7.17
y derivé la consecuencia anterior, de donde siquieron los posteriores desarrollos de Boltz-
mann y Shannon. En estos apuntes se ha seguido el camino inverso.

7.6. Ejemplos de transferencia de entropia

La figura 7.10 esquematiza un proceso en que una tetera con agua, inicialmente a tem-
peratura T}, se calienta poniéndola en contacto con una fuente térmica a una temperatura
mayor Tr. Se trata de un proceso irreversibles y, por lo tanto, la aplicacién de la ec.(7.17)
es cuestionable.

P=cte
@ —
« D
Fuente Fuente
térmica térmica
| T,
A J/

Figura 7.10: Calentamiento isobarico irreversible de una tetera con agua.

No obstante lo anterior, si es posible proceder como se indica:

= La entropia es una funcién de estado, por lo que su variacién depende tinicamente
de los estados inicial y final.

= En el caso del sistema, se elige un proceso reversible que lo lleve desde su estado
inicial a su estado final.

= En el caso del medio, se elige un proceso reversible que lo lleve desde su propio
estado inicial a su propio estado final.

= En general, los dos procesos anteriores no son los mismos.

El problema consiste en evaluar los incrementos de entropia del sistema (el agua), del
medio (las fuentes térmicas) y del universo local. Por simplicidad se desprecia la capacidad
térmica del recipiente que contiene el agua.
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7.6.1. Entropia de calentamiento del agua de T, a T, una etapa

Un proceso que permite calcular facilmente la entropia recibida por una masa m de
agua es un calentamiento reversible isobdrico. En este caso se puede aplicar la ec.(7.17).

dS—T—CpT —meT

Tr
Se — 51 =AS, = ch/ cp(T)

Tr qr
= me/ ?

In 2

=mcpln —

P T,

donde se usé la débil dependencia de ¢p(T') con respecto a la temperatura para conside-
rarla constante.

Por otra parte el calor (suministrado por el medio al agua) es:

dT
T

Tr Tr Tr

Q. = / Cp(T)dT = mep(T)dT = ch/ dT = mepAT, (7.22)
To To o

donde se agregé el subindice a para recordar luego que AT, se refiere a la variacién de

temperatura del agua.

7.6.2. Incremento de entropia del medio

El medio es el conjunto de las dos fuentes térmicas de la figura. La fuente a temperatura
T, no juega ningun papel, simplemente se dibujé para establecer la temperatura 7}, inicial
del agua. Solo hay que considerar la fuente F' a temperatura Tr. Es necesario establecer
sus estados inicial y final y un proceso apropiado, puesto que ASy tampoco depende del
proceso sino de los estados inicial y final de la fuente.

= Estado inicial: fuente a temperatura 75 y presion ambiente.

» Estado final: fuente a temperatura T y presiéon ambiente, pero con menor energia
porque la cedi6 al agua. El calor ingresado a la fuente 2 es entonces Qp = —Q),.

= Proceso isobdrico en que la fuente recibe un calor Qr = —Q, (que al ser menor que
cero indica que el flujo de energia fue de la fuente al agua).

" EiniciaI . Q

Estado inicial Estado final

Figura 7.11: Estado inicial y final de la fuente térmica F
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Luego, para un proceso isobarico:

dSFzzgg (7.23)
ASp = g% (7.24)
- ?%: ar (7.25)
- %%; (7.26)

donde se usé el hecho que la temperatura de la fuente térmica se mantiene constante
durante el proceso. Se desprende que siempre el incremento de de entropia de una fuente
térmica sera

Qr/Tr (7.27)

Puesto que Qr = —Q,, Qr = —mcpAT, v:

—mcepAT,
ASp = ————
Sp T

7.6.3. Entropia del universo local

ASy =AS, + ASp

T - AT,

T, Tr
Tr AT,
=mcp | In T~ T

Es posible verificar que el resultado anterior es positivo. La condiciéon ASy > 0 in-
dica que el proceso fue irreversible, lo que se aprecia méas facilmente con una aplicacion
numeérica.

Ejemplo numérico una etapa

Sim =1kg, T, = 0°Cy Ty, = 100 °C, considerando ademas que para el agua
cp = 4190 Jkg ' K~! se tiene, para el sistema:

273,15 + 100
273,15+ 0
373,15
L= JK !
273,15
=1307,11 JK!

AS, =1 x 4190 x In JK!

=4190 X In
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Para el calor Q),:

Qu=4,19 kJK ' x 100 K

=419 kJ
mientras que para el medio:
—419 kJ
ASp = ————
Sr 373,15 K
= —1122,87 JK

y el para el universo local:

ASy = AS, + ASp
= (1307,11 — 1122,87) JK*
= 184,24 JK!

El resultado es mayor que cero, indicando asi que el proceso fue irreversible. Notar
que ha sido posible calcular el incremento de energia en un proceso irreversible usando la
ec. (7.17), vélida para procesos reversibles, recurriendo al expediente de usar dos procesos
reversibles diferentes: uno para el sistema y otro para el medio.

7.6.4. Calentamiento del agua en dos etapas

Considerar ahora una situacion en que el agua se pone en contacto primero con una
fuente a temperatura 7}, hasta alcanzar el equilibrio, y luego con la fuente a T hasta
alcanzarlo nuevamente. Si se impone que el agua se mantenga siempre liquida, debe ser
T, < T1 < Ts. La situacién se describe en la figura

P=cte
o —e™-—
Fuente
térmica
TO

Figura 7.12: Calentamiento isobarico irreversible en dos etapas.

Incremento de entropia del agua en dos etapas

El valor que asume AS,, si el agua se calienta primero hasta la temperatura 7T} y después
hasta T jsigue siendo AS, = mcpIn(Tr/Ty) = 1307,11 JK~! de todos modos! (donde
ahora Tp = T3), porque al ser funcién de estado AS, depende solo de los estados inicial
y final y no del proceso. Esto es asi incluso si 77 no satisface la condicién T, < Ty < Ts.
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Incremento de entropia del medio en dos etapas

En cuanto a las fuentes, a ambas se les aplica la ec. (7.27) ASr = Qr/Tr. Como
ademas Qp = —Qq, Qr = —mcpAT,, se puede poner, usando “1” para la fuente 1 y “2”
para la fuente 2:

Qa To—T1 — mCP(Tl - To)

Qa 1,1, = mep(Ty — 1)

mep(Ty — Ty)

AS, — P21 20)
S1 T

ASQ _ _me(Tg — Tl)
Ty

ASmedio = ASl + ASQ

ﬂ—n+n—ﬂ
= —mc
P\ T,

To Tl
= —mcp Q—T—T
1 2

ASU = ASa + A‘Smedio

| Tr 5 T, T
=mcpln — —mc - = =
P, P T Ty

Ejemplo numerico dos etapas

Para simplificar 7T se considera igual al promedio de T, y T5, es decir 50 °C. Reem-
plazando:

Qu 1yr, = 209500 J
Qu 71, = 209500 J
209500
S 273,15+50 K
= 648,31 JK
209500
273,15 + 100
= —561,44 JK
AS edio = —1209,74 JK !
ASy = 1307, 11 — 1205,74 JK !
=97,37 JK!

AS, =

ASy =

Nuevamente la entropia del universo local crece, por lo que el proceso es irreversible.
Sin embargo, el calentamiento en dos etapas es menos violento que en una sola, lo que se ve
reflejado en que el aumento de la entropfa del universo ahora (97,37 JK ') es menor que
el calculado en la seccién 7.6.1 para al calentamiento en una sola etapa (184,24 JK—1).
Se desprende que, al calentar en mas etapas, el proceso serd menos irreversible al ir
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decreciendo el incremento en la entropia del universo, al precio sin embargo de hacer el
proceso cada vez mds lento. Asi, al calenta en tres etapas serd ASy y—3 = 66,11 JK 'y
en cuatro ASy y—4 = 50,03 JK 1.

200
180 Incremento de entropia del universo

160 en funcién del nimero de estapas N
140
120
100
80
60
40
20
0

Incremento de entropia (J/K)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de etapas N

Figura 7.13: Incremento de la entropia del universo local Sy en funcién del niimero de
etapas de calentamiento

La figura 7.13 muestra como disminuye el incremento de la entropia del universo local
en funcién del nimero de etapas de calentamiento (con iguales intervalos de temperatura).
La linea continua es un ajuste de la forma ASy(N) = % JK~1. El coeficiente 197, 6
depende de la masa de agua, pero el término (1/N) no lo hace. Esto indica que cada vez
es mas lento converger al limite de reversibilidad N — oo.
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Capitulo 8

Modelos simples

Este capitulo introduce modelos simples de la materia: gas ideal clasico, sélido con
defectos y soélido con vibraciones. En cierto modo se trata siempre de un gas ideal, el
primero de particulas, el segundo de defectos y el tercero un gas ideal de vibraciones. Los
modelos estan en un tanto sobresimplificados, pues no permiten distinguir un gas de otro
o un sdlido de otro sélido, debido a las simplificaciones excesivas realizadas al derivarlos. A
pesar de las aproximaciones, los modelos permiten describir algunas caracteristicas reales
de la materia.

8.1. Solido con defectos

Un sdlido cristalino se considera como un arreglo regular de atomos ordenados en el
espacio, en la forma que lo indica figura 8.1a). Debido a factores como la agitacién térmi-
ca, es posible que algunos de estos atomos abandonen su posicion dejando una vacante,
lo que constituye un defecto denominado defecto de Schottky. Puesto que los atomos no
desaparecen, los que estan ausentes dejando vacantes se alojan en la superficie del sélido
(también es posible que se alojen en posiciones intersticiales, lo que se denomina defecto
de Frenkel). La existencia de vacantes puede alterar de manera significativa algunas pro-
piedades del material, particularmente las épticas y eléctricas, ya que la resistividad de
algunos materiales puede cambiar en varios érdenes de magnitud con un densidad muy
baja de vacantes.

a) b) c) d)

123456738 [ ) [ ) e
aeeeceecece (X X X X X X X ) eececececee eccececcece
hooco0o0®e® e eeoeo (XXX XX I ) LY N N N N Y
ceeeccece eeceececce eeeccec®es o9 26 o©6c
o000 ® OO0 090 566 6669 XXX XXX XX
ceeeeecece eeececeee eeeee ee eee eecece
feecceecee eee eceece eeecececece eeecoece
Y Y Y Y XX X XX X X X XX PPOEEOG® o000 @®@®

® ) e

Figura 8.1: Configuraciones diferentes, todas con tres vacantes
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8.1.1. Configuraciones accesibles al sé6lido con defectos

La especificacion de las configuraciones del sé6lido con vacantes debe establecer cuantos
atomos estan vacantes y cuales son, de modo que, si estuvieran numerados, pudiéramos
especificar cudles son los atomos faltantes. La figura 8.1 muestra tres configuraciones
diferentes, todos ellos con tres vacantes, y es facil imaginar que existen muchas otras, con
diferentes nimeros de vacantes. Cada configuracién se especifica indicando las posiciones
de los atomos vacantes, lo que permite enumerarlos como en la tabla 8.1. Esta es una
aproximacién, puesto que que también debiera indicarse los lugares ocupados por los
atomos en la superficie, lo que por simplicidad se ignorarda en este ejemplo, como se
ignoré el hecho que el sélido es tridimensional y se necesita tres nimeros para especificar
cada posicion vacante.

Tabla 8.1: Configuraciones de un sélido con vacantes

# del microestado | coordenadas de la vacante | # de vacantes
1 (b3,d6,f4) 3
2 (b7,d4,6e) 3
3 (¢3,c6,e4) 3
4

Por otra parte interesa especificar los estados macroscépicos, es decir, identificar las
magnitudes macroscopicas que dependen del niimero de vacantes. Si cada atomo ocupa en
promedio un volumen efectivo v,, un sélido con m vacantes tendrd un volumen V(m) =
V, + mwv,, donde V, es el volumen del sélido ideal sin vacantes. Si aceptamos que lo que
se puede medir es el volumen, todos los configuraciones con igual niimero de vacantes son
macroscopicamente equivalentes y corresponden al mismo macroestado.

Si se considera que se dispone de N + m elementos (dtomos +vacantes) y por un
momento se supone que son diferentes (distinguibles), el primer elemento se puede elegir
de (N + m) formas, el segundo de N +m — 1, el tercero de N + m — 2, etc., por lo que
el nimero de modos de mezclarlos es (N + m)! Ahora se impone que los N dtomos son
iguales entre si e intercambiables, pudiéndose intercambiar de N! modos equivalentes. Lo
mismo ocurre con los m vacantes, que se pueden permutar de m! formas. De este modo, el
numero de configuraciones accesibles al macroestado definido por el nimero de vacantes
m, Q(m), es:

_
2= Nlm)!

()

8.1.2. Entropia del sélido con defectos

La entropia es S = kgIn(Q) = kg[in(N + m)! — In(N)! — In(m!)]. Es dificil concluir
algo desde esta expresion, por lo que es necesario recordar que N y m son nimeros muy
grandes, lo que permite aplicar la aproximacién de Stirling, que es la forma asintética del
factorial cuando el argumento es un nimero muy grande:
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In(N!) = NIn(N) = N+ ...si N >> 1 (8.1)

Entonces la entropia del sélido con defectos queda:

S = kpIn()
= kp[ln(N + m)! — In(N!) — In(m!)]
= kg[(N +m)In(N +m) — (N4+m) — NIn(N) + X — mInm +m]
=kg[(N+m)In(N +m) — NIn N — mInm]

El niimero de vacantes de debe ser mucho menor que el de dtomos, porque de lo contrario
el solido se desintegraria, es decir m << N. Eso permite simplificar algo més la expresién
anterior desarrollando el logaritmo en serie de Taylor, recordando que si z << 1, In(1 +
x) =2x+ ..., luego

In(N+m)=m[N(1+m/N)|]=InN+In(l+m/N)=InN+m/N + ... (8.2)
Reemplazando en la ec.para la entropia

S =kg[(N+m)(InN+m/N)—NInN —mlnm]
= kp[NrN +mIn N +m +m?/N — NN — mInm]
= kplmIn N +m +m?/N — mInm]]

Despreciando el término m?/N queda finalmente que la entropia del sélido de N atomos
con m defectos es:

S = mkg[ln(N/m) + 1] = mkg In(N/m) (8.3)

Nétese que no es evidente que 1 pueda despreciarse frente a In(/N/m), porque el logaritmo
de un ntmero grande no es necesariamente un nimero grande. Si el sélido contiene, por
ejemplo, un ppm (una parte por millén) de vacantes, se tiene que In 10° = 14, que no es
mucho mayor que la unidad.

8.1.3. Energia del sélido con defectos

La generacién de una vacante no es gratis, sino que requiere invertir una cierta energia
€y, que se interpreta como la energia necesaria para tomar un atomo desde el interior del
solido y colocarlo en la superficie. A partir de ahora es preciso realizar algunas aproxima-
ciones: se supondra que esta energia no depende de dénde se haya generado la vacante
ni de la existencia de otras vacantes (es un modelo de vacantes independientes). En este
caso, si existen m defectos la energia del sistema serd £ = me,, lo que permite reemplazar
m en la ecuacién 8.3 (antes de despreciar la unidad):

S = (E/e,)kp[In(Ne,/E) + 1] = (kpE/e,) In(Ne,) — (kpE/e,) D E + kpE/e, (8.4)
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8.1.4. Densidad de vacantes en funcion de la temperatura

Aplicando la definicién de temperatura a la expresion 8.4

1 oS kp k¥ kg kp
— = — = —1In(Neg,) — ——InF+ —
T (BE)V € n(New) N A, nE v
0
Eu —lnNEv
ksT~— E

de donde se deduce que:

E = Ne, exp (— ké?vT)
B

si ahora se recuerda que F = me, queda:
m/N = exp(—¢,/kgT) (8.5)

Esta tdltima expresion representa la fraccion de vacantes en el material y muestra
ademas que debe cumplirse que kg1 sea sensiblemente menor que £,: si ambos términos
fueran parecidos la densidad de vacantes seria una fraccién signifitiva de la unidad y el
modelo no seria aplicable, ya que se supuso en la partida que m << N.

8.1.5. Ejemplo numérico

La energia de formacién de vacantes en el cobre ¢, informada en la literatura esta
en el intervalo 1,19 — 1,28 eV con un promedio de 1,25 eV ! 2. La figura 8.2 muestra
que a temperatura ambiente la densidad de vacantes es despreciable (aunque si existen
varios otros tipos de defectos en cantidades apreciables), para aumentar alcanzando valores
significativos a temperaturas cercanas al punto de fusién del material, 7(Cu) = 1085 °C.

33604
33E06
33608
33610
33612
33614
—-—s
33E-16 —o—miN

3,3E-18

Entropia (JK) ym/N (adimens

3,3E-20

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
T(C)

Figura 8.2: Entropia y fraccién de vacantes en un mol de cobre en funcion de la tempera-
tura

Es conveniente mencionar que tanto la figura anterior como la derivacién de la ec. 8.5
suponen que la energia necesaria para formar una vacante no depende la temperatura, lo
que es solamente una aproximacion. El incremento del niimero de vacantes puede asociarse
con la dilatacion térmica del material, pero es solamente una de las contribuciones, la otra
proviene del cambio de las distancias interatémicas al variar la temperatura.

IT. Korhonen, M. J. Pushka, y R.M. Nieminen, Phys. Rev. 51 9526-9532 (1995)
21 eV=1,602 x 10~ J
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8.2. Gas ideal clasico

Esta seccion presenta un modelo “de juguete” para el gas ideal, considerado como un
sistema de N particulas encerradas en un volumen V' imponiendo las siguientes hipotesis:

1. Las interacciones entre las particulas son lo suficientemente débiles como para des-
preciarlas. Esto requiere que la distancia entre ellas sea relativamente grande, lo que
ocurre si la densidad n = N/V del gas es baja.

2. El volumen de las moléculas es despreciable, por lo que se consideraran como pun-
tuales. Esta condicién requiere que el volumen ocupado por la totalidad de las
moléculas, si se las condensara (por ejemplo a la fase liquida) es despreciable frente
al volumen V' del recipiente. Considerar las moléculas como puntuales significa que
la energia de las moléculas es puramente traslacional y no rotacional, aspecto que
se puede corregir.

3. Las particulas son iguales e indistinguibles, lo que significa que si se intercambian
dos cualesquiera (o més) de ellas no se modifica el estado macroscépico del sistema
fisico.

8.2.1. Configuraciones del gas

En cada instante la especificacion completa del estado de una molécula puntual, la
molécula i-ésima, requiere determinarar su posiciéon &; y su momento lineal p;, son seis
valores por molécula y 6N valores para el gas completo, nimero estratosférico si N asume
valores macroscopicos.

Pareciera que la coordenada y el momento lineal son varibles continuas y no se les puede
asignar cardinalidad. Eso no es efectivo, por cuanto existe una relaciéon entre coordenadas
y momento lineal, proveniente de la mecanica cuantica, la que se expresa por medio del
principio de incertidumbre de Heisenberg, que establece que:

AzAp, >

| >

(8.6)

donde Ax se puede interpretar como la precision con que se puede especificar la coorde-
nada x y Ap, la precisiéon con que se puede especificar el momento lineal a lo largo del
eje x; h = h/2m ~ 10734 Js es la constante de Plank reducida.

La figura 8.3 muestra una trayectoria clasica en el espacio de fases, el que se ha
teselado con rectangulos de lado Ax y Ap,. Si se cumple la condicién descrita en la
ec. 8.6, todos los puntos de la trayectoria en el interior del rectangulo coloreado son
fisicamente indistinguibles y deben considerarse como la misma configuracién y, por lo
tanto, contarse como una sola. Esto permite rotular las celdas en el plano y contarlas: los
configuraciones accesibles son aquellas celdas por cuyo interior pasa la trayectoria (en el
espacio de fases) de la particula. El pequeno valor de A explica por qué las trayectorias
reales nos parecen continuas y con coordenadas y momentos bien definidos.
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Figura 8.3: Trayectoria clasica en el espacio de fases

Se concluye que la especificacién de cada configuracion del gas requiere enumerar 3N
coordenadas y 3N momentos lineales. El problema es ahora cémo contarlos.

8.2.2. Separacién del nimero de configuraciones accesibles )

Para determinar el numero de configuraciones accesibles es necesario precisar el estado
macroscopico, el que en este ejemplo esta determinado por el niimero de particulas NV, el
volumen V' y la energia E. Las configuraciones se especifican a través de 3N coordenadas
y 3N momentos. Luego, el nimero de configuraciones accesibles {2 a un macroestado
definido por F, N,V se determina contestando la siguiente pregunta: ;De cuantos modos
pueden asignarse las coordenadas y los momentos a N particulas de modo que la energia
cinética total sea E y estén en un volumen V?

El hecho de que las particulas no interactien significa que sus posiciones no alte-
ran la energia, de modo que esta queda determinada solamente por los momentos. En
otras palabras, las asignaciones de los momentos y de las coordenadas se pueden hacer
independientemente:

Q= QpQy (8.7)

donde Qg representa los modos de asignar los momentos de modo que la energia total sea
E y Qy el nimero de modos de asignar las posiciones de modo que las particulas estén
en el interior del volumen V.

8.2.3. Energia del gas

La energia de cada molécula es puramente cinética traslacional, por lo que la energia
total del gas es

Ny L
E= Z %Pz‘ (8.8)
i=1
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suma que contiene 3N términos. Siempre es posible realizar un cambio de variables como
sigue:

W = pl,x - pl,y - pl,z
1 (Zm)l/Q’ 2 (2m)1/2’ 3 (2m)1/2
- p2,x . o p2,y . - p2,z
Wy = —>—: W —

(Qm)l/Z’ 5— (2m)1/27 6 — (Qm)1/2"'

Esto define 3NV variables, de modo que la energia se expresa en términos de las 3N variables
Ww; COMo:

3N
=1

Es facil reconocer que en el espacio de los w; esta es la ecuacion de una hiperesfe-
ra en 3N dimensiones de radio r = E'2. La (hiper)superficie de esta (hiper)esfera es
2m3N/2p3N=1/T(3N/2) (T es la funcién gamma). Lo importante para los efectos del mo-
delo es que la superficie de la hiperesfera es proporcional a r*¥~!. Como interesa el caso
macroscopico, en que N es muy grande (muchos millones de moléculas) la unidad se puede
despreciar frente a N y el valor de la hipersuperficie es de la forma cte x 3N = cte x E*N/?,
donde cte es un nimero que no depende de la energia.

La magnitud Qg es el nimero de modos de asignar los momentos (o los 3N w;)
respetando que se cumpla la ecuacién 8.9, por lo que el vector (wq, ws, ...wsxn) debe moverse
sobre la hipersuperficie de la hiperesfera definida por la ec. 8.9. Entonces 2 debe ser
proporcional a dicha hipersuperficie:

Qp = KE3N/? (8.10)

donde K es una constante desconocida.

8.2.4. Asignacion de las coordenadas

Supdngase que arbitrariamente se divide el volumen V' en casilleros iguales, cada uno
de volumen v, << V', pero al mismo tiempo lo bastante grandes como para poder contener
un nimero enorme de particulas, lo que en el modelo no es problema si estas son puntuales
(pero restringe la aplicacién del modelo en la préctica). Luego, el nimero de casilleros
es V/u, >> 1. Aceptamos arbitrariamente que todas las posiciones al interior de v, son
fisicamente equivalentes. Entonces:

1. La primera molécula se puede colocar en V/v, casilleros

2. La segunda molécula también se puede colocar en V/v, casilleros. Pareciera que
deberfan ser V/v, — 1 casilleros, pero no es asi porque las moléculas son puntuales:

a una molécula “no le molesta” que haya otra en el casillero, ni siquiera “se entera”
de ello.
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3. ...

4. La N—ésima molécula se puede colocar en V/v, casilleros.

Luego el nimero de modos de distribuirlas en los V/v, casilleros es (V/v,) x (V/v,) X
X...(V/v,) (N términos) o (V/v,)V

Queda aun un detalle por arreglar, puesto que no todos los (V/v,)" representan con-
figuraciones posicionales independientes. En efecto, una de las hipdtesis del modelo es
que las particulas son idénticas y que el intercambio entre ellas no cambia el microstado.
Esto se debe a que no se puede “marcar” las moléculas y estas son efectivamente idénti-
cas. Puesto que N objetos se pueden permutar de N! modos equivalentes, el nimero de
configuraciones accesibles a la posicion es

0, - Vvl (5.11)

Con lo anterior, el nimero de configuraciones accesibles a este modelo de gas es:

N
Q::QEQV::AJ#NﬂgKgﬁl— (8.12)

que, redefiniendo las constantes poniendo C' = K/(v,)" queda como

VN
Q::QEQV::CQPNNQR%- (8.13)

8.2.5. Entropia del Gas Ideal

Ahora se puede calcular la entropia usando la definiciéon S = kg In €:

Nk
Sgi: 3 =

InE + NkgInV — kgIn N! + C’ (8.14)

donde C" = kpInC es una constante. Hay algo inapropiado en la ecuacién anterior,
debido a que el logaritmo debe tener argumentos adimensionales. Esa condicién se puede
satisfacer suponiendo que el gas de N particulas (donde N ahora est4 fijo) tiene un estado
de referencia de volumen V,, energia E, y cuya entropia es S,, entonces se puede poner:

3Nk

S, ImE,+ NkglhV, —kgln N! + '

Restando ambas ecuaciones queda:

3Nk, E V
= lnEo+NkB lnvo (8.15)

Sgi - So

Esta expresion es satisfactoria en la mayoria de los casos, porque muchas veces interesa
mas determinar el cambio de entropia al pasar de un estado a otro que el valor absoluto
de la misma.
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8.2.6. Temperatura del gas ideal

Aplicando la definicién de temperatura 1/7 = (g_lg)v en la ec. 8.14:
1 oS 3Nkp
—— (=) = 8.16
T <8E) v 2F ( )
de donde se deduce que la energia del gas ideal monoatomico es
kgT
Ermono = SN% (8.17)

La condiciéon de monoatémico proviene de suponer que las moléculas son puntos y
por lo tanto no existe energia cinética de rotacién. Se deja como ejercicio verificar que
si el gas es diatémico la ec. 8.17 se modifica a Eg4 = 5NkgT/2. Lo anterior tiene una
consecuencia importante: la energia del gas ideal depende solamente de la temperatura y
no del volumen, cosa que no ocurre con los gases reales

8.2.7. Capacidad térmica del gas ideal

La capacidad térmica se obtiene derivando la energia con respecto a la temperatura:

CVmono = (g_g)v = (3/2)Nk3 (818)
CVmono = (g—?)v = (3/2) Nk = (3/2)R = 12,5 JK 'mol* (8.19)
(8.20)

donde la segunda expresion corresponde a la capacidad térmica molar.

En este modelo la capacidad térmica no depende de la temperatura, lo que experimen-
talmente describe bien solamente a los gases nobles. Es facil verificar que la capacidad
térmica molar a volumen constante para un gas diatémico sera Cydiatomico = (5/2)R =
20,8 JK 'mol~!. El modelo no se aplica bien a moléculas de geometrias més complejas.

8.2.8. Presion del gas ideal

Considerar ahora la expresién para la presién segtin laec. 9.3 P = — (2—5) ¢+ &l aplicarla
@laces I 3Nkg (OF Nkg 3Nk Nk
0= 2B (0% B_2 B _py4 B 8.21
2F (av) gV oo Pty (8.21)

de donde se despeja P = 2E/3V.

8.2.9. Ecuacién de estado del gas ideal

Si ahora se reemplaza el valor de la energia de la ec. 8.17 queda P = 2(3NkgT'/2)/(3V),
que reordenada arroja:
PV = NkpT (8.22)

Universidad de Chile. Versién beta en desarrollol 25



que es la ecuacion de estado del gas ideal. El lector puede verificar que el resultado es
independiente de que se considere un gas mono o diatémico. Sorprendentemente, el modelo
“de juguete” resulté ser mejor que lo esperado.
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8.3. Solido vibrante

En esta seccion se provee un modelo simple para determinar la entropia, energia y
capacidad térmica de un solido vibrante.

8.3.1. El solido como un sistema de particulas y resortes

Considerar en primer lugar la figura 8.4a), que representa una particula sometida a
fuerzas externas descritas por la energia potencial U(x).

A

3) e © 90 0 ©

s

Figura 8.4: a) Energia minima de una particula en un potencial, b) el sélido en un modelo
de particulas y resortes.

La posicién de equilibrio x, es aquella en la cual la funciéon U tiene un minimo, para
lo cual se deben cumplir las dos condiciones siguientes:

1. Condicién de extremo: dU/dz|,—,, =0

2. Condicién de minimo, la curvatura debe ser positiva en z = z,, lo cual exige que
K = d*U/dz?| =z, > 0

Si u representa el desplazamiento de la particula con respecto a la posicion de equilibrio
Z,, se puede desarrollar la energia potencial en torno a la posicién de equilibrio como:

dU PU, @ K
Ul + 1) — Ulz,) = d_ﬁ‘/ T (8.23)

Se concluye que, al menos en el caso de pequenas oscilaciones, la particula se encuentra
ligada armoénicamente a la posicion de equilibrio y esta ligadura se puede representar por
un resorte de constante K, aun cuando este resorte no exista realmente.

El sélido de la figura 8.4b) contiene N atomos, cada uno de ellos en una posicién de
equilibrio que esta determinada por el minimo de la energia potencial de interaccion del
atomo en cuestion con los N — 1 dtomos restantes. Como el problema es tridimensional,
en el modelo cada atomo esta ligado armoénicamente por tres resortes y el sélido completo
se puede modelar como en la figura, donde cada atomo estd ligado a los otros por resortes.

8.3.2. Energia del sélido vibrante

A diferencia del gas ideal, la energia del s6lido contiene tanto contribuciones de energia
cinética como de energia potencial asociada a los “resortes”, que se analizan por separado.
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8.3.3. Energia cinética del sélido vibrante

La energia cinética del solido se escribe exactamente como en el caso del modelo del
gas ideal modificando ligeramente la ec. 8.8 y siguientes:

1
E = IS (8.24)

donde ahora se coloca el indice a las masas m; porque estas pueden ser diferentes al
contener el solido diferentes tipos de atomos. Como en el caso del gas, se define las nuevas
variables w; 1 = 1,2, ...,3N por:

W = P1a e — P1y P b1,z
1 (2mq)1/2’ 2 (2my) /2’ 3 (2my)1/2
Wy = D2z o D2y . _ D2,.

2ma) 72" % T 2mg) 2 T amy) i

W _ pN,ac < W _ pN,y W _ pN,z

de modo que la energia cinética se expresa en términos de las 3N variables w; como:
3N
Z 2
Ecinética = W (825>
i=1

8.3.4. Energia potencial del sélido vibrante

Puesto que cada atomo estd ligado arménicamente (tres veces cada atomo) la energia
elastica se puede escribir como:

3N
Usslido = Z Kuf /2
=1

donde las “constantes elasticas” K; son el equivalente a las segundas derivadas de la
energia potencial y los u; las desviaciones con respecto a las posiciones de equilibrio de
los dtomos®. Del mismo modo que se hizo en el ejemplo del gas ideal, conviene definir 3N
nuevas coordenadas como sigue:

1/2 12 12 p-1)2
wing1 = Ky Turs wange = Ky Tug; wanysz = K3 Tug; .. wey = Ky usy

3Los u; denominados -coordenadas normales- en general no coinciden con los ejes coordenados y sus
direcciones, dificiles de determinar, dependen de ciertos detalles de la interaccién y del ordenamiento de
los 4tomos. Los K; son en general diferentes entre ellos y complicados de determinar
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De este modo la energia potencial del sélido se reescribe como:

6N
Usslido = Z w?/2 (8.26)

1=3N+1

8.3.5. Energia total del sélido vibrante

La energia total del sélido, cinética méas potencial, se obtiene sumando las ecs. 8.25 y
8.26:

6N
E = Egnetica + Usslido = /2
— LZcinética sélido — W
i=1

8.3.6. Entropia del sélido vibrante

La ecuacién anterior tiene la misma forma que la ec.8.9 donde la suma ahora tiene
6N términos el lugar de 3NV, lo que permite reproducir completamente el razonamiento,
concluyendo que el niimero de estados accesible vibracionales es:

Q(E) = cte x EN? = cte x B3N (8.27)

donde cte es una constante. La entropia S = kg In (2 serd
Ssslido = S0 + 3NkpIn E (8.28)
donde S, es una constante. Sorprendentemente esta entropia no depende de la naturaleza
del sélido, por lo que el modelo predice que todos los sélidos se comportan del mismo

modo, lo que no es efectivo porque la entropia y la capacidad térmica dependen de la
tamperatura.

8.3.7. Capacidad térmica del sélido vibrante

Aplicando la definiciéon de temperatura absoluta:

1 (9S\ _ 3Nkp
T \9E), E

de donde la energia del sélido vibrante depende solamente de la temperatura segun:

Egslido = 3SNkpT

Puede parecer extranio que no dependa del volumen, eso es asi porque el modelo ignoro
posibles cambios de volumen debido a las vibraciones. El volumen de los sélidos reales
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si depende de la temperatura y la energia también. Finalmente, la capacidad térmica a
volumen constante esta dada por la ec.

OF
Cvsslido = (8_T> = 3Nkp (8.29)
v
OF
CVsolido = (0_T) = 3Nakp =3R=25J/K (8.30)
v

(8.31)

donde la seguna linea es la capacidad térmica molar.

8.3.8. Ley de Dulong y Petit

La ley de Dulong y Petit fue enunciada por estos investigadores para sistematizar
ciertas relaciones en la capacidad térmica de los metales, y en su forma original establecia
que la capacidad térmica por unidad de masa Cy /m y la masa molecular M satisfacian
la relacién MCy /m =constante. Actualmente se sabe que el cociente entre la masa de
la muestra y la masa molecular es el nimero de moles, por lo que la relacién anterior
solamente dice que la capacidad térmica molar es constante y que esa constante es la que
se acaba de calcular, 3R = 25J/ K.

El comportamiento real de los sélidos es algo diferente y ha sido estudiado desde
principios del siglo veinte. El modelo derivado en esta seccién, que entrega capacidad
térmica independiente de la temperatura, es el modelo clasico. Einstein fue el primero en
proveer un modelo cuantico simplificado, luego modificado por Debye 8.5. Este ultimo da
buena cuenta de la capacidad térmica en los limites de baja temperatura y en el de alta
temperatura, en el que coincide ademas con el de Einstein (que falla a bajas temperaturas);
ninguno ajusta correctamente los valores experimentales a temperaturas intermedias, los
que generalmente caen entre ambos modelos.

Capacidad térmica en funcién de la temperatura absoluta
30

25

20

15 il Cv Einstein

= = 4= = Cvclasico
== Cv Debye

10

Capacidad térmica molar (J/K-mol)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

Temperatura normalizada (adimensional)

Figura 8.5: Capacidad térmica segiin modelos clasico (linea segmentada), de FEinstein
(cuadrados) y Debye (tridngulos)
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Capitulo 9

Formalismo

El formalismo termodinamico consiste en la construccion de un conjunto de relacio-
nes entre magnitudes directamente medibles y otras que, como la energia interna y la
entropia, no lo son. La estructura de las relaciones tiene poca relaciéon con los detalles
de la fenomenologia del sistema bajo estudio, lo que permite aplicarlas a diferentes siste-
mas, desplegando asi una notable universalidad. Esto requiere por una parte establecer
cuales son las magnitudes accesibles experimentalmente y por otro la definicion de fun-
ciones o potenciales termodindmicos que permitiran conectar la energia y entropia con las
primeras.

9.1. Ecuaciéon fundamental y magnitudes intensivas

9.1.1. Ecuacién fundamental en la representacion de energia

Se denomina ecuacion fundamental de un sistema a la ecuacién que relaciona todas
sus magnitudes extensivas, es decir, a una funcion de la forma:

F(E,X1,..Xn) =0

que permite en principio expresar, implicita o explicitamente una magnitud extensiva en
términos de todas las demas. En particular, si se elige expresar la energia en términos de
las demas, la expresion resultante se denomina ecuacion fundamental en la representacion
de energia y es la que se usa habitualmente en termodinamica:

E = E(X:.Xs, .. Xy) (9.1)

Toda la informacion relativa a los estados de equilibrio del sistema se encuentra contenida
en la ecuacion fundamental. El la practica no se dispone de ella y se la puede tratar
de construir a partir de mediciones experimentales y el formalismo desarrollado en este
capitulo.
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9.1.2. Variables intensivas

Se denomina variable intensiva conjugada de la variable extensiva X; -0, simplemente,
variable intensiva- a la magnitud:

. (8E(X1.a)§é, ...XN))X‘ 02)

Jyi#d

Las N expresiones anteriores se denominan ecuaciones de estado. Es importante des-
tacar que la ecuacién anterior (9.2) solo puede aplicarse cuando la energia se expresa en
términos de las variables extensivas tnicamente, lo que solo es posible en los estados de
equilibrio. Notar que algunas de las variables intensivas ya son conocidas:

v =—-P= (2—5)5 (9.3)

(s=T= (g—g) § (9.4)

Noétese que la variable intensiva conjugada del volumen es (—P), no P.

9.1.3. Potencial quimico

La expresién anterior (9.2) puede usarse para anadir otras magnitudes intensivas me-
nos evidentes. Si se considera un sistema abierto, que puede intercambiar particulas de la
especie quimica ¢ con el medio, la energia depende de las masas M; de los componentes
quimicos. Puede ser el ejemplo de un automovil que contiene energia asociada al com-
bustible, o de una nave a poner en érbita, que contiene tanto al combustible (hidrégeno
liquido') como al comburente (oxigeno liquido). En este caso E = E(S,V, My, Ms) y se
denomina potencial quimico py; de una especie quimica a la variable intensiva conjugada
de su masa, es decir:

_(aE) _(8E> (9.5)
Han = OM, - Y Ma, = M, v .

Generalmente es posible prescindir del subindice M, que se usd aqui para destacar que el
potencial quimico se definié en términos de la masa, ya que también se puede definir en
términos del numero de particulas como

oF
s 9.6
F (aNl ) S,V,N2 ( )

Naturalmente py (J/kg) v pn (J) son la misma magnitud expresada en unidades
diferentes, a las que se puede agregar el mismo potencial definido en términos del nimero
de moles v como

o, = (g—’f)v (J/mol) (9.7

LA veces se usa derivados de la hidracina NoHy4, como NHo-NH(CH3)
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9.1.4. Diferencial de la energia

De la expresion (9.1) se puede calcular el diferencial de la energia como

OE(X1, Xs, .. XN)
dE = ( X, )X. dX; (9.8)

Jyi#d

= &dX; (9.9)

donde se ocupo la expresion (9.2) para obtener la ec (9.9) Esta tltima expresién tiene una
interpretacion interesante y util: “la transferencia de energia del medio al sistema (dFE)
involucra necesariamente la transferencia de otras magnitudes extensivas (los dX;), siendo
las magnitudes intensivas (§;) las que indican cudn cargadas de energia se encuentran
las magnitudes extensivas”. Mas pictéricamente, no se puede transferir energia “pura’,
siempre va acompanada de magnitudes extensivas.

9.2. Magnitudes medibles

9.2.1. Capacidad térmica a volumen constante CY,

Se considera la energia transferida térmicamente por el medio al sistema en un proceso
isocorico, siendo los estados inicial y final proximos. De este modo se define

_ v
CV_AT

Puesto que a volumen constante no se realiza trabajo PdV, la primera ley indica que para

este proceso qy = AE' y
o, _ (AF
= \ar),

que al tomar el limite AT — 0 conduce a

oo (%) om0

Considerar ahora la transferencia reversible de entropia asociada al proceso anterior, para
el cual

lo que conduce a

TAS
CV B ( AT >V:cte

que al tomar el limite AT — 0 lleva finalmente a

Cy =T (g—§>v (9.11)
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Esta ultima expresién indica que el cociente Cy /T puede considerarse como una capacidad
entropica.

Si bien la capacidad térmica a volumen constante es en principio medible, los cuer-
pos en general cambian de volumen al cambiar su temperatura lo que hace su medicién
particularmente dificil. En la préactica resulta mas sencillo medir la capacidad térmica a
presion constante.

9.2.2. Capacidad térmica a presion constante Cp

Se considera ahora la energia transferida térmicamente por el medio al sistema en un
proceso isobarico, siendo como antes los estados inicial y final préximos. Se define ahora:

qp
Cp=—"
P AT

donde AT es el aumento de temperatura del sistema. Al considerar la transferencia re-
versibre de entropia asociada:

_
AS—T

TAS
CP B ( AT )P:cte

que, al tomar el limite AT — 0 conduce a

Cp=T (g%)}) (9.12)

Esta expresién es simétrica ala ec(9.11). Por otra parte, por la primera ley de la termo-
dindmica se escribe:

por lo que

AE =TAS — PAV

lo que permite expresar C'p como

AFE AV
OP N (E) P=cte " v (E) P=cte (913>
que al tomar el limite AT — 0 queda como
oF )%
Y Pl = 14
or=(or),+7 (o), 624

expresién que no es simétrica con respecto a la ec(9.10).

9.2.3. Otras capacidades térmicas

En principio se puede definir capacidades térmicas asociadas a cualquier proceso re-
versible, con la excepcién de los adiabaticos e isotérmicos, aunque las ya definidas son las
ocupadas en la practica.
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Por otra parte, las definiciones anteriores se dieron para un sistema PV'T solamente,
pero pueden ser extendidas a un sistema cualquiera. Considerar ahora un sistema £ XT', es
decir, el descrito por una variable extensiva cualquiera X y su variable intensiva conjugada
&= (g—)E() 5 donde la energia debe estar expresada en términos de las variables extensivas
E = FE(S, X, ...). Entonces se puede definir las capacidades térmicas a X constante C'x y
a & constante C¢, que por analogfa satisfaran:

cer(2) ~(2). o1

)G,

9.2.4. Coeficiente de dilatacion térmica isobarico «

Este coeficiente mide cuanto se dilata un cuerpo al calentarlo bajo condiciones de pre-
sién constante, experimento relativamente facil de realizar. Considerar el proceso isobarico
representado en la figura 9.1.

P=cte
—

Figura 9.1: Dilatacion isobarica de un cuerpo

En términos generales al aumentar la temperatura del cuerpo en AT este experimenta
un incremento (positivo o negativo) de volumen AV'. Este aumento de volumen es pro-
porcional al tamano inicial del cuerpo, por lo que conviene normalizarlo a dicho volumen
con el proposito que sea una propiedad del material, para lo que se divide por el volumen
incial definiendo: a = (1/V)(AV/AT)|p, que al tomar el limite AT — 0 conduce a:

1 [oV

que es el coeficiente de dilatacién térmica isobarico volumétrico. También se puede definir
un coeficiente de dilatacién térmica lineal como:

1 (0L
ap=— | =
F=rp\or),
donce L es la longitud del objeto. Se puede probar que ay = 3ay,, siempre que el sistema
sea isotropico.
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La mayoria de los materiales se dilata al calentarlos, siendo el agua una de las escasas
excepciones ya que se contrae el calentarla en el intervalo de 0 a 4 °C, de manera que
este coeficiente es generalmente positivo pero puede ser negativo. El cuarzo (diéxido de
silicio puro) es uno de los materiales con menor coeficiente de dilatacién térmico (o ~
0,4 x 107 K1), lo que permite calentarlo al rojo y sumergirlo en agua sin que se dare.
Por el contrario, el vidrio (diéxido de silicio con impurezas) tiene un coeficiente lineal
unas diez veces mayor y se rompe al hacer ese experimento.

9.2.5. Coeficiente de compresibilidad isotérmica (G

Otro experimento relativamente facil de realizar es la determinacién del cambio de
volumen de un cuerpo al comprimirlo bajo condiciones isotérmicas como se representa en

la figura 9.2.
T=cte 1
—
\%
P

Figura 9.2: Compresion isotérmica de un cuerpo

Al aumentar la presién en AP el cuerpo experimenta un incremento negativo de vo-
lumen AV, ya que no se conoce ningin cuerpo que se dilate al comprimirlo 2. Por este
motivo se define fr = (=1/V)(AV/AP)|r donde nuevamente se dividié por el volumen
inicial para independizar el coeficiente del tamano del sistema y se introdujo el signo
menos para que el coeficiente sea positivo. Al tomar el limite AP — 0 se obtiene:

1 /oV
b= (ﬁ)T (9.18)

Muchas veces se tabula en su lugar el inverso, denominado médulo de compresibilidad B:

B=1/fp——V (2_5>T (9.19)

9.2.6. Coeficiente de compresibilidad adiabatica (g

Aunque algo mas dificil de medir, otra magnitud accesible al experimento es la varia-
cién de volumen asociada a una compresion adiabdtica como la descrita en la figura.

2Se trata de una condicién de equilibrio: si el volumen aumentara al comprimirlo, este aumento
aumentaria a su vez la presién, lo que aumentaria de nuevo el volumen, etc. Esto no corresponde a una
situacion de equilibrio
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S=cte @

o<

Figura 9.3: Compresion adiabatica de un cuerpo

Este coeficiente mide la respuesta de un cuerpo a un aumento de presion suficien-
temente rapido, de modo que no haya transferencia térmica entre el sistema y el medio.
Algunos ejemplos, necesariamente aproximados, son la compresion de la mezcla en un mo-
tor diesel, o la compresion y descompresion del aire durante la propagacion de una onda
de sonido. Notese que el proceso de medicién no es necesariamente simple: la compresion
debe ser lo bastante lenta como para que la presion sea uniforme dentro del cuerpo, pero
lo bastante rapida para que no haya transferencia térmica significativa entre el sistema y
el medio. Por analogia al caso anterior este coeficiente se define como:

1 [oV
s =—1 (a_P)S (9.20)

y por razones también andlogas es siempre positivo

9.3. Funciones termodinamicas

Existen varias formas de introducir las funciones termodinamicas, siendo la primera el
procedimiento formal basado en las transformaciones de Legendre de la mecanica analitica.
Una segunda opcion es estudiar procesos particulares que hacen aparecer estas funciones
de manera natural. Por tdltimo, y es la opcién adoptada en estosa apuntes, es posible
definirlas primero y elaborar luego sobre su utilidad.

9.3.1. Definicién de las funciones termodinamicas

Definir las funciones termodinamicas, también llamadas potenciales termodindmicos,
requiere expresar la energia en funcién de las variables extensivas (por lo tanto, aplicable
solo a estados de equilibrio), es decir E = E(X;, Xs,...Xy). En este caso la siguiente
transformacién genera otras funciones f; con dimensiones de energia:

oF
0Xi) x.

la que se puede iterar para obtener expresiones de la forma E — X, — X ¢ # j etc.
Esta forma general es propia de la mecanica analitica.
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Para efectos de estos apuntes basta con considerar un sistema en que la energia se
expresa en términos de dos magnitudes extensivas, S'y X, £ = E(S, X). Se definen la
funcién de Helmholtz F', la entalpia H y la funcién de Gibbs G por:

F=E-TS Helmholtz (9.22)
H=F—-¢X Entalpia (9.23)
G=FE—-¢X-TS8 Glibbs (9.24)

9.3.2. Funciones termodinamicas en un sistema PVT

En estos sistemas la segunda variable extensiva es Xy = V y su variable intensiva
conjugada es — P, luego, las funciones anteriores toman la forma:

F=E-TS (9.25)
H=FE+PV (9.26)
G=E+PV-TS (9.27)

que es la que se usa comunmente.

9.3.3. Variables naturales en un sistema PVT

Recordando que la primera ley de la termodindmica establece que dE = T'dS — PdV,
expresion que conecta dos estados de equilibrio préximos, se puede calcular los diferen-
ciales de las tres funciones termodinamicas como sigue:

dE = TdS — PdV
dF = dE — d(TS) = (FdS — PdV) — (FdS + SdT) = —SdT — PdV
dH = dE + d(PV) = TdS — PdV + (PdV + VdP) = TdS + VdPI
— dE + d(PV) — d(TS) = TdS.— PdV + (PdV + VdP) — (FdS.— SdT) = VdP — SdT

lo que se resume como

dE = TdS — PdV (9.28)
dF = —SdT — PdV (9.29)
dH =TdS + VdP (9.30)
dG = VdP — SdT (9.31)

Los variables diferenciadas que aparecen a la derecha del signo igual se denominan
“variables naturales” de la funcién, lo que conduce a la siguiente tabla:
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Tabla 9.1: Variables naturales de las funciones termodindmicas

Funcién Simbolo Variables naturales
Energia E Sy V
Funcién de Helmholtz F TyV
Entalpia H SyP
Funcién de Gibbs G PyT

9.4. Relaciones de Maxwell

Las relaciones de Maxwell son un conjunto de ecuaciones que permiten relacionar
la entropia, magnitud no directamente medible, con otras que si lo son, como volumen,
presién y tempearatura. Se derivan de las ecuaciones (9.28) a(9.31) aplicando la igualdad
de las derivadas cruzadas con la notacién usada en la ec.(1.11), de donde se deduce:

(3),-(5),
=) (%)
). (%),
(),-(3),

Estas ecuaciones pueden reescribirse usando la derivada inversa, como se vio en la ec.
(1.6), reordenando ademés para dejar la entropia al lado izquierdo, de donde:

(9.32)

)
)_
).~ (),

) - (),

Este conjunto de ecuaciones se denomina relaciones de Mazwell en un sistema PV,
y sirve para expresar las derivadas de la entropia en términos de magnitudes medibles
para asi poder determinar S. La derivacién para sistemas descritos por otras variables -no
PVT- es analoga.

n

<

Q Q

(9.34)

TN TN N

o)) Qv Q|

2% 2 38
~

S/ N7 N7 N

3T 35 =

)
) (9.33)
)
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9.5. Ecuaciones TdS

Las ecuaciones de Maxwell permiten expresar la entropia en funcién de magnitudes
medibles, siendo particularmente importante expresarla en términos o bien de presion y
temperatura o bien de volumen y temperatura.

9.5.1. Ecuacién TdS para S(T,V)

Si se considera a la entropia como funcién del volumen y la temperatura, S = S(7,V),

su diferencial es: . o5
dS=|—)| dT — ] d
° (aT)V *‘(aV)T v

La primera derivada parcial se reconoce como la capacidad térmica a volumen constante
Cy=T (%)V, mientras que la segunda se reexpresa usando la ec. de Maxwell (9.33). De
este modo, multiplicando por 1" se obtiene finalmente:

P
TdS =Cydl'+T (Z_T) av primera ecuacién TdS (9.36)
1%

9.5.2. Ecuacién TdS para S(T,P)

De forma analoga, de considerar la entropia como funcién de la temperatura y la
presién, S = S(T'; P) se sigue que su diferencial es:

oS oS
dS=|—) dT — | dP
(5z), 7+ (57),
La primera derivada parcial se reconoce como la capacidad térmica a presion constante

Cp=T (g—i) p» mientras que la segunda se reexpresa usando la ec. de Maxwell (9.35). De
este modo, multiplicando también por por T' se obtiene:

TdS =CpdT —T <g—¥) dpP segunda ecuaciéon TdS (9.37)
P

9.6. La ecuacion de la energia

9.6.1. Cambio de temperatura en la expansion libre

Un problema problema que data de la época de Joule es determinar si la expansién
libre de un gas, representada en la figura 2.6, produce un aumento o disminucién de
temperatura o si esta no se ve afectada. Joule mismo determiné experimentalmente que,
bajo las condiciones de sus experimentos, la variacion de temperatura era inobservable.
Esto puede no ser cierto bajo condiciones distantes de las usadas por Joule o para gases
lejos de las condiciones de comportamiento ideal, y se puede describir por medio del
coeficiente descrito a continuacion.
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9.6.2. El coeficiente de Joule

Puesto que la expansion libre es un incremento de volumen a energia constante, lo
que interesa es la variacion de temperatura asociada, que esta dada por el coeficiente
g = AT /AV|g—cte, que al tomar el limite AV — 0 conduce a

= (g—@E (9.39)

denominado coeficiente de Joule. Se puede expresar de forma mas cémoda usando la

relacion ciclica 1.8:
O\ (9V\ (9E) _
oV )y \OE ) \0T ),

Se reconoce al coeficiente de Joule p; en la primera derivada a la izquierda, y a la capacidad
térmica a volumen constante Cy en la de la derecha. Pasando la derivada del medio al
otro miembro y aplicando la relacién (1.6) se obtiene

1 (0E
Hr="c, \av ),

Determinar este coeficiente requiere conocer la dependencia de la energia con respecto al
volumen.

9.6.3. Ecuacion de la energia

La energia interna de un sistema es una de sus propiedades fundamentales, que hasta
ahora se ha relacionado con el calor y el trabajo, es decir, se puede determinar su variacion
por medio de ciertos procesos. Aqui se deriva una forma de expresarla en términos de las
variables de estado bajo condiciones de equilibrio. En un sistema PVT se puede poner
(conectando estados de equilibrio préximos):

dE =1TdS — PdV
Si se reemplaza T'dS usando la ec. (9.36) queda:
dE =TdS — PdV

opP
= Cydl —T <8_T)V dV — PdV
op
= CydT + {P -7 (a_T) V} dv (9.39)

expresién conocida como ecuacién de la energia. Usando las relaciones de la ec.(1.10) se

desprende que:
oF
=) =C
<8T>V '

(@), =17 ()| 00
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La primera expresién ya era conocida, mientras que la ec. (9.40) describe el comporta-
miento de la energia frente a cambios isotérmicos del volumen.
Usando la ec. (9.40) el coeficiente de Joule queda finalmente

- (),

Es facil verificar que este coeficiente se anula para un gas ideal.

9.7. Condiciones de equilibrio y espontaneidad en térmi-
nos de las funciones termodinamicas

9.7.1. Equilibrio y espontaneidad en un sistema aislado

La condicion de equilibrio para un sistema aislado, ya conocida, establece que la en-
tropia debe ser un maximo y, por lo tanto, dSs;sema = 0. Si el sistema no se encuentra
en equilibrio, como consecuencia de la segunda ley de la termodindmica solamente son
posibles procesos que incrementen la entropia del sistema aislado, por lo que un proceso
puede ocurrir solamente si dSg;stema > 0, denominada condicion de espontaneidad.

En lo que sigue se analizaran las condiciones de equilibrio y espontaneidad para siste-
mas que interactiian con el medio, expresadas en términos de magnitudes termodinamicas
del sistema. Para esto considerar un sistema que interactia con el medio, imponiendo que
los procesos experimentados por el medio sean cuasiestaticos. En este caso se puede poner

dSmedio = Qmedio/Tmedio
que, usando el hecho que ¢edio = —Qsistema queda:
dSmedio - _QSistema/Tmedio

Con esto la condicién de equilibrio para el universo (que es un sistema aislado) dSg;stema +
dSmedio = 0 se reescribe:

dSsistema — Gsistema/ Tmedio > 0
que al multiplicar por T},.q4;, queda:
TrnediodSsistema — Qsistema = 0 (9.42)
Por otra parte, la energia del universo es constante y por lo tanto
dEuniverso = AFsistema + dEmedio = 0

Pero

dEsistema = Qsistema T Wsistema = (sistema — Wmedio

Donde se usé Wpedio = —Wsistema- PEro

Wmedio = _Pmediodvmedio - +Pmediod‘/sistema
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donde se usd dViedgio = —AVsistema COn esto se reescribe

dEsistema = {sistema — Pmediod‘/sistema

Ahora se despeja ggistema de la ecuacién anterior y se reemplaza en la ec. (9.42), lo que
conduce a:

Tmediodssistema - dEsistema - Pmediostistema Z 0 (943>

expresion que serd usada en lo que sigue para establecer condiciones de equilibrio y es-
pontaneidad para sistemas bajo diferentes condiciones.

9.7.2. Sistema adiabatico a presion constante

Se considera un sistema como el descrito en la figura 9.4, que puede interactuar con
el medio a través de un piston ideal que se encarga de mantener la presion del medio
constante.

Medio Medio

Psistema=Cte
—l-

Figura 9.4: Sistema adiabatico a presion constante

Si ademas la entropia del sistema es constante, la desigualdad 9.43 conduce a:

_dEsistema - Pmediodvtsistema = dEsistema - Psistemad‘/sistema
= _d(E + Pv)sistema > 0

donde se usé el hecho que las presiones del sistema y el medio son iguales. Se reconoce la
entalpia H = F + PV, por lo que la condicién se resume como:

dHps <0 (9.44)

La igualdad se aplica a la condicién de equilibrio y pudo derivarse de la ec. (9.30). La
desigualdad es la condicion de espontaneidad, es decir, un proceso bajo las condiciones
indicadas ocurrira espontdneamente solo si la entalpia disminuye, por lo que ademas la
condicién de equilibrio corresponde a entalpia minima.
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9.7.3. Sistema rigido a temperatura constante

Considerar ahora un sistema en equilibrio térmico con el medio, de modo que ambos
tienen la misma temperatura T},eqio = Tsistema, cOMoO se indica en la figura 9.5,

Pared:
-adiabatica
-rigida

Pared

diatérmica »

Figura 9.5: Sistema isocdrico a temperatura constante

Las paredes del sistema son rigidas por lo que dV sisterma = 0. Entonces la ec. (9.43)
queda:
Tsistemadssistema - dEsistema - _d(E - TS)sistema > O

donde se us6d que Tyistema €S constante. Se reconoce ahora a la funciéon de Helmholtz
F=FE-TS, con lo que:

dFry <0 (9.45)

Como en el caso anterior, la igualdad, que se puede derivar de la ec. (9.29), corresponde
a la condicién de equilibrio mientras que la desigualdad indica que un proceso a tempe-
ratura y volumen constantes un proceso podra ocurrir espontaneamente solo si la funciéon
de Helmholtz del sistema disminuye. Se concluye ademds que esta es un minimo en el
equilibrio.

En mecénica se usa la minimizacién de energia como criterio de equilibrio. Se trata de
un caso particular del anterior, que se reduce al minimo de la energia si la temperatura
tiende a cero.

9.7.4. Sistema a presiéon y temperatura constantes

Finalmente se considera un sistema en equilibrio con el medio de modo que este tltimo
mantiene la presion y la temperatura del sistema constantes como en la figura 9.6.

Medio Medio

Psistema=Cte
Tsistema=Cte
—l-

Figura 9.6: Sistema a presion y temperatura constantes
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Ahora la ec.(9.43) toma la forma:
TsistemadSsistema — AEsistema — Psistema@Vsistema = —d(E + PV —T'S)sistema > 0
donde se reconoce a la funcién de Gibbs de ec. (9.27)
dGry <0 (9.46)

Nuevamente la igualdad define la condicién de equilibrio y la desigualdad indica que,
a presion y temperatura constantes, solamente ocurririn espontaneamente procesos que
disminuyan la funcién de Gibbs, la que alcanza un minimo en el equilibrio.

9.8. La ecuacion de Euler
Una funcién f(xq,zs,...xy) se denomina funcidn homogénea de grado n si se cumple:

f(/\(L’l, /\.172, /\ZL‘N> = )\nf(l‘h T, ZEN)

La energia de un sistema en equilibrio es una funciéon homogénea de grado 1 de las variables
extensivas (lo que estd en la raiz de la definicién de magnitudes extensivas), luego:

AE(Xq, Xo, .. Xn) = E(AX1, A X, .. A Xy)
derivando con respecto a A y teniendo presente la regla de la cadena se obtiene:
OE (X1, Xo,...XN)
E(Xy, Xy, .. XN) =
( 1, 22, N) Z ( ('3X1 .

%

X1

3,17

que usando la ec. (9.2) queda como:
E =) ¢X; (9.47)

expresion conocida como ecuacion de Fuler. En particular, para el caso descrito en la
ec(9.5) y anteriores, quedarfa como:

9.8.1. Potencial quimico y funcion de Gibbs

Considérese un sistema de un solo componente, en cuyo caso se prescinde del subindice
numérico en la ec. (9.5). Da ecuacién de Euler 9.48 se obtiene:

E=TS—-PV+upu
de donde, reordenando:

p=E+PV—-TS=G (9.49)
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establece una relacién entre la funcién de Gibbs y el potencial quimico. Es comin usar la
ecuaciéon anterior considerando magnitudes molares

g = G/v funcién de Gibbs molar (9.50)
v="V/v volumen molar (9.51)
s = S/v entropia molar (9.52)
u= E/v energia molar (9.53)
donde v es el ntimero de moles. Luego®:
tmolar = U+ Pv—Ts =g (9.54)

9.8.2. Relacion de Gibbs-Duhem

Considerar el diferencial de la ecuacién de Euler (9.47):

dE:dZ&Xi:Z&dXﬂr;}i/&

De la ec. (9.9) se tiene que dE = ), &dX;, por lo que se cancelan los términos tarjados
en la ecuacién anterior quedando:

> &dX; =0 (9.55)

llamada relaciéon de Gibbs-Duhem. Esta relacion indica que no todas las magnitudes
intensivas pueden variarse independientemente. En un sistema PV'T, por ejemplo, la ec.
de Gibbs-Duhem es:

SdT'—VdP + Mdu =0 (9.56)

9.9. Interpretacion de las funciones Termodinamicas

9.9.1. Funcion de Helmholtz

Considerar un sistema en equilibrio con una fuente térmica de modo que el sistema
experimente un proceso isotérmico. A diferencia de la figura 9.5 ahora no se impone la
condicién de volumen constante, por lo que el medio si puede realizar trabajo sobre el
sistema segun:

w > —PdV

donde la igualdad se aplica a un proceso cuasiestatico y la desigualdad a uno que no lo es.
Segun la ec.(9.29), dFF = —SdT — PdV, expresién que a temperatura constante (d1" = 0)
se reduce a dF' = —PdV . Se concluye entonces que el trabajo isotérmico se puede expresar
en términos de la funcién de Helmholtz:

wr > dF (9.57)
Wr > AF = Ffinal — Finicial (958)

3La energia molar se denota com v y no e para no confundirla con e = 2, 71828....
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donde la primera expresion se aplica a un proceso infinitesimal y la segunda a un proceso
extendido; en ambos casos la igualdad se aplica a procesos cuasiestaticos y la desigualdad
a los que no lo son. Se concluye el trabajo cuasistatico realizado por el medio sobre el
sistema bajo condiciones isotérmicas se puede igualar con la variaciéon de una funcién de
estado. Esto no debe generar confusion: el trabajo no es una funcién de estado y depende
del proceso. Si el proceso es isotérmico, entonces el trabajo se iguala a la variacién de una
funcion de estado, F', identificacion que no es posible en general.

La situacion anterior es analoga a la de un proceso adiabdtico, en el que dE = q +
w (general) se reduce a wy,g = dE 0 Wyy = AE = Efina — Einiciar (adiabético). La
identificacién del trabajo con la variacion de energia es posible solamente para un proceso
adiabatico.

9.9.2. Entalpia

Considerar ahora un sistema a presion constante de modo que el sistema experimente
un proceso isobdrico. A diferencia de la figura 9.4 ahora no se impone que el sistema sea
adiabatico, ya que puede intercambiar energia térmicamente con el medio. La diferencia
con respecto a la condicién de la figura 9.6 es que el medio no es ahora una fuente térmica
y la temperatura del sistema puede no mantenerse constante. Entonces, segin la primera
ley de la termodindmica dFE = ¢ — PdV para un proceso cuasiestatico, de donde, en el
caso isobarico:

qp = dE + PdV = d(FE + PV)
gp = dH (9.59)
QP =AH = Hfinal - Hinicial (96())

donde la expresién para ¢ se aplica a procesos infinitesimales y la segunda (Q)) a procesos
extendidos. Se concluye entonces que el calor isobdrico se puede expresar en términos de
la entalpia. Del mismo modo que en el caso anterior no se debe pensar que el calor es una
funcién de estado: solamente si el proceso es isobarico su valor es igual a la variacién de
una funcién de estado, H, identificacién que no es posible en general. Puesto que muchos
procesos ocurren en recipientes abiertos a la atmoésfera, la relacién (9.60) resulta de gran
utilidad practica.

La situacién anterior es analoga a la de un proceso isocorico, en el que dE = q + w
(general) se reduce a qy = dE 0 Qv = AE = Efjna — Einicial (isocérico). La identificacion
del calor con la variacién de energia es posible solamente para un proceso isocorico.
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Capitulo 10

Propiedades de los gases

La descripcién mas simple de los gases esta provista por el modelo del gas ideal,
deducido en la seccion 8.2, cuya ecuacion de estado es PV = NkgT = vRT, donde v es
el nimero de moles. Es frecuente usar el volumen molar v definido como v = V/v, con lo
cual la ecuacion del gas ideal se escribe:

Pv
T = 1 (10.1)

Este modelo es solamente una aproximacion valida en el limite de presiones muy bajas.
Existen numerosas correcciones para describir los estados de equilibrio de los gases reales
(a veces mal llamadas ecuacidn del gas real), sin que exista una que describa correctamente
a todos los gases en un intervalo indefinido de presiones y temperaturas, pero si algunas
que describen bien clases de gases en intervalos de presion y temperatura definidos.

10.1. Factor de compresibilidad

El factor de compresibilidad z de un gas real se define como el cociente:

A(P,T) = % (10.2)

donde es comun, pero no obligatorio, considerar a z como funcién de las magnitudes
itensivas, presién y temperatura. No se hace ninguna hipdtesis sobre la naturaleza de z,
simplemente se la mide y tabula para cada gas de interés. Generalmente se expresa como
una funcién de la presion a diferentes temperaturas. La figura 10.1 representa el factor de
compresibilidad para varios gases a temperatura ambiente.

El uso del factor de compresibilidad es reltaivamente simple. Generalmente se conoce
por completo un estado inicial (P, T}, v;) y se desea determinar un estado final ( Pz, T, vs)
en que se conoce dos de las variables de estado. En este caso se escribe Piv; = RT1z
y Pyvy = RTyzy, de donde Pyvy/Pivy = (Ty/T1)(22/21), expresién que difiere del gas
ideal solamente el el cociente z5/z1. Si se conoce la presién y temperatura finales, para
determinar el volumen, el problema es particularmente simple porque se dispone de z;
y za, que se extraen de gréaficos como los de la figura 10.1. Si los datos del estado final
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incluyen el volumen y la temperatura para pedir la presién (o al revés) se requiere de algo
mas de trabajo para determinar el estado final, lo que por lo comin se hace graficamente.

N%AL«»"CHzl

V %

o
o

1,0
\\'
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P (bar)

Figura 10.1: Factor de compresibilidad de algunos gases a temperatura ambiente, (Adap-
tado de http://cdnl.askiitians.com/Images/2014916-145646696-5994-image002.gif)

10.2. Ecuaciones viriales

La figura 10.1 sugiere que (para cada gas) las isotermas z(P,T'), es decir, las curvas que
expresan z en funcién de P a una temperatura fija, son funciones lentamente variables
con la presion: notar que 150 bar es la presion de un cilindro de gas comprimido y es
infrecuente disponer de gases a presiones mayores. En este caso, a cada temperatura, la
funcién z(P,T) se puede expresar como una serie de potencias de la presién donde los
coeficientes son funciones de la temperatura. Ademads, en el limite en que la presién tiende
a cero todos los gases se comportan como ideales y z(P — 0,7") = 1, por lo que el primer
término del desarrollo es la unidad. Esto permite escribir:

z(P,T)=1+ B(T)P+C'(T)P* + D'(T)P* + ... (10.3)

expresion denominada “ecuacion virial” en la presion. Los coeficientes se encuetran tabu-
lados, a diferentes temperaturas, para algunos gases.

Una expresién alternativa se obtiene al notar que, a menor presion, mayor es el vo-
lumen molar v de un gas y menor su reciproco 1/v, lo que permite expresar el factor de
compresibilidad, esta vez considerado una funcién de v y T, como una serie de potencias
en 1/v:

B@) | + + .. (10.4)

T)=1
20, T) =1+ — 2 3
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expresion también denominada “ecuacién virial”, pero esta vez en el volumen. Los coefi-
cientes B(T), C(T),... también se encuentran tabulados para algunos gases. Notar que los
coeficientes de ambas expresiones 10.3 y 10.4 no son independientes y cada uno de ellos
puede expresarse en términos de uno o varios de los otros.

10.3. Ecuacion de van der Waals

Muchas ecuaciones de estado, propuestas desde el siglo XIX en adelante, se han plan-
teado como correcciones a la ecuacion del gas ideal de la ec. 10.1. La idea es que el
modelo del gas ideal falla a densidades elevadad del gas (presiones elevadas o volimenes
pequenos). Parece entonces factible proponer una ecuacién de la forma:

Pefvef o

RT

donde P.; y ver son una presién y un volumen efectivos que dan cuenta de las correcciones.

De este modo, v,y serfa el volumen realmente disponible para ser ocupado por las molécu-

las, igual al volumen total menos el volumen propio de las moléculas vef = v — Veorreccion;

el problema es que este tltimo no estd bien definido: jes el volumen de un mol de liquido?

ia qué temperatura y presion? La correccién puede en principio depender de la presion y
la temperatura.

Proponer una presion efectiva requiere formular algunas hipdtesis con respecto al com-
portamiento del gas. Existe una asimetria en torno a la pared del recipiente: las moléculas
que se encuentran lejos de las paredes estan rodeadas por otras moléculas de manera apro-
ximadamente homogénea e isotropa, pero las que estan a punto de chocar con la superficie
interactian con moléculas de un solo lado tinicamente. Si la interaccion es atractiva, las
moléculas a punto de chocar con la superficie se frenan y transfieren menos momentum a
la pared que el gas ideal, ejerciendo una presiéon menor, por lo que se debe adicionar una
correccion positiva, es decir, Pey = Preal + Peorreccion- Lias diferentes formas de estimar las
correcciones dan lugar a diferentes ecuaciones de estado.

Johannes Diderick van der Waals (1873) propuso una correccién constante para el
volumen, es decir, vy = v — b donde b es una constante a ser determinada para cada gas.

La correccion propuesta para la presién es un poco mas elaborada, como se muestra
en figura 10.2:

1 (10.5)

» Las moléculas (en tonos verdes) que en la figura se encuentran a la izquierda y hasta
alguna distancia de la molécula que va a chocar (en gradiente de colores claros) la
frenan por medio de fuerzas atractivas. El freno depende de la intensidad de la
atraccion y de la densidad de particulas (particulas por unidad de volumen), que es
inversamente proporcional a v.

= El nimero de moléculas que choca con la pared por unidad de tiempo crece con la
densidad de particulas del gas y por lo tanto es también inverso a v.

= La correccién depende tanto del efecto del frenado como de la cantidad de particulas
que lo experimentan, por lo que debe ser inversamente proporcional a v X v = v?,
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por lo que van der Waals propuso un término de correccion P.opreccion = @/ v?, donde
a es un pardmetro a determinar (para cada gas).

Pared

¢
®-.

0 09—
o/

Figura 10.2: Modificacion de la presion segin van der Waals: las moléculas a punto de
chocar con la superficie son frenadas por la atraccion de las moléculas mas al interior

Con esto la ec. 10.5 se reescribe como:

(P+%)(v—b) — RT (10.6)

conocida como ecuacién de van der Waals. Esta ecuacion ha sido bastante popular, dando
aproximaciones en general mejores que las del gas ideal, pero con la complejidad de que
las constantes a y b dependen del gas.

Esta ecuacion, aunque puede proporcionar resultados mas precisos que la del gas ideal,
presenta ciertas dificultades, ya que no es aplicable a cualquier presion o temperatura.
En efecto, en un estado de equilibrio, la presion, temperatura y volumen son tnicos.
La ecuacion sin embargo es cubica en el volumen, por lo que, dadas la presiéon y la
temperatura, puede haber hasta tres volimenes posibles a temperaturas bajas, lo que no
es fisicamente posible para un estado de equilibrio. Las condiciones de validez (que no
garantizan que la aproximacién sea buena) se determinan a continuacién.

10.3.1. Estudio de la ecuacion de van der Waals

Primera derivada de la presion Al despejar explicitamente la presion:

RT
—— (10.7)

v—>b 2

pP—

luego, derivando con respecto a v:

ar___ BT ,a0 _
dv — (v—10b)2 v3
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de donde:

RT _za(v—b)
v—>b v3

reemplazando en la expresién para P (ec. 10.7)se obtiene

- 2
ov—b) o _a 32ab (10.8)

Penvolvente =
v3 v v 0l

Esta curva representa el lugar geométrico de los puntos en los que se anula la primera
derivada. La envolvente se anula si v = 2b y tiende a cero si v — c0.

Segunda derivada El maximo de la curva anterior corresponde a pedir que se anule
la segunda derivada de P(v):

dPenvolvente o 2a ab
dv v3 vt
que se anula para el valor de v denotado por v., v. = 3b. Este valor se denomina volumen
critico.

Presion critica Es el valor de la presion de la envolvente en el volumen critico v, = 3b,

P.=a/27b%

Temperatura critica Es el valor de la temperatura evaluada en v, = 3by P. = a/27b*
RT, = 8a/27b.

Notar que, puesto que la temperatura y presion criticos son magnitudes medibles, las
constantes a y b se definen en términos de estas como':

27 R2T?
T.
b= ?P (10.10)

Isotermas

1. SiT > T, las isotermas en el plano P — v son univaluadas, y se parecen a las del gas

ideal a temperaturas elevadas: son curvas continuamente decrecientes en el plano
P—u.

2. SiT =T, la isoterma es univaluada, con un punto de inflexién en el volumen critico

3. Si T < T, las isotermas P-v primero decrecen hasta un minimo, luego crecen hasta
un maximo, y finalmente decaen continuamente a cero. Este comportamiento no
corresponde a un estado de equilibrio, porque a cada presion y temperatura le
corresponden tres voliimenes.

I Estos pardmetros criticos del gas tienen un significado fisico preciso, que se indicara en la seccién de
transiciones de fase 12.2.6
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10.3.2. Ley de los estados correspondientes

Variables reducidas Las variables reducidas son parametros adimensionales definidos
por:

v, =v/v. =v/3b (10.11)
T, =T/T, = 27RbT /Sa (10.12)
P, = P/P, =27b*P/a (10.13)

Estados correspondientes Al reemplazar las variables reducidas en la ecuacion de
van der Waals, esta queda de la forma:

(P, +3/v3)(3v, — 1) = 8T, (10.14)
3 2
Pr envolvente — S ﬁ (1015)

que es la misma para todos los gases. Esta expresion se llama ley de los estados corres-
pondientes y establece que, aunque todos los gases son diferentes en la medida que tienen
diferentes parametros de van der Waals, se comportan del mismo modo si se les aplica
factores de escalamiento adecuados . La ec. (10.15) es la forma reducida de la ecuacién
de la envolvente, ec. (10.8), indicada con una linea segmentada en la figura 10.3.

2
18
16
14
12

1
0,8
0,6

Presion reducida

0,4

Envolvente™==~~<

L
[
0,2 1
]
1

0

Volumen reducido

Figura 10.3: Isotermas de van der Waals expresadas en variables reducidas. Las tempe-
raturas reducidas se expresan como T, siendo T, = 1 la isoterma critica. La linea negra
segmentada es la envolvente.

El comportamiento de las isotermas de van der Waals se ilustra en la figura 10.3,
construida usando la ec. (10.15). Se observa que solo por encima de la isoterma critica el
volumen es una funcién univaluada de la presién y la temperatura. Por debajo, a cada
presion y temperatura le corresponden tres valores del volumen, siendo que solo uno de
ellos puede tener sentido fisico (lo que no garantiza que la prediccién sea buena).

2Parafraseando a Orwell, podria decirse que todos los gase son iguales, pero algunos gases son méas
iguales que otros.
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10.3.3. Ecuaciéon de van der Waals como compresibilidad y virial

Noétese que la ecuacién de van der Waals (ec.10.6) puede reescribirse como

Pv ) a
ﬁ_v—b_RTv—Z@’T)

que se puede interpretar como una ecuacién de factor de compresibilidad (ec. 10.2) en
que z se expresa en términos del volumen y la temperatura. Ademas, dado que v > b, la
expresion anterior se puede desarrollar en serie de potencias de 1/v, lo que arroja:

Pv 1 a
RT  1—b/u RTv
PP
v v o3 RTwv
:1+<1—i>9+f+b—3+
RT/J v v? 03

Se observa que el desarrollo anterior es un caso particular de la ec. 10.4 con una elecciéon
en que todos los coeficientes excepto B(T') son iguales a la unidad y B(T) =1 — a/RT,
por lo que la ecuacién de van der Waals es también una ecuacion virial.

10.4. Ecuacion de estado de Redlich y Kwong (1949)

Se ha propuesto numerosas ecuaciones de estado de dos pardmetros con el propoésito
de mejorar las predicciones de van der Waals. La mas conocida es la de Redlich y Kwong,
que entrega resultados ligeramente mas exactos que los de la ec. de van der Waals. Su
construcciéon proviene de un ajuste numérico.

RT  a/TY?  RT a 1 1

P:v—b_v(v+b)_v—b_bT1/2(5_0+b> (10.16)
donde
c= (22— 1) =0,25992... (10.17)
a= %szjf/z = 0,4275 szjf/z (10.18)
b= Cfgc - 0,08664R7;C (10.19)
T, = ?’Qb/;?—]/f y (10.20)
P - 07/;’5;; z/‘f/ ’ (10.21)
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10.4.1. Ecuacion de Redlich-Kwong reducida

Ahora se define una temperatura y presién reducidas (adimensionales) del mismo modo
que en las ecs.(10.12) y (10.13). También se define un volumen escalado adimensional v,
luego se explicara que esta variable es efectivamente el volumen reducido:

b2/3R2/3 31/3b5/3

Con esto es posible reescribir la ec. de Redlich-Kwong en la forma también adimensional:

3T, 1 3T, 1 1 1
P = - = - — ( - —) (10.23)
=0  eyly+o)T, (y—c e \y+c vy

10.4.2. Estudio de la ecuacién de Redlich-Kwong

Al derivar con respecto a x para buscar el lugar geométrico de los puntos donde se
anula la primera derivada queda:

dP. 3T 1 1 1
_ n St Yoy 10.24
dy (y—c)?  7l/? (?ﬂ (y + 6)2) ( )

De aqui se puede despejar un valor T,* que, al ser colocado en la ec.(10.23) dara la
envolvente, lugar geométrico en que se anula la primera derivada de P, (v).

20, N\
Ta— L (2y +¢)*(y — o)
92 y'y + o)t

Al reemplazar en la expresion para la presion se obtiene el lugar geométrico de los
puntos en que se anula la primera derivada de la presion:

1 2y +c)?(y —c)? 3yly +c
Penvolvente = _2( Y 1 ) (y 1 ) - y(y ) 5 (1025)
3¢z yy+o (2y +c)(y — o)
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----- Envolvente
1,05
1,02
—

0,98
0,95

18

16
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12
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06 ” e

0,4 G

Presién reducida P/Pc

0,2 .
o5 06 07 08 09 1 11 12 1,3 14 15

Volumen reducido v/ve

Figura 10.4: Isotermas de Redlich Kwong expresadas en variables reducidas. Las tempe-
raturas reducidas se indican en diferentes colores, T, = 1 es la isoterma critica. La linea
segmentada es la envolvente.

La figura muestra las isotermas reducidas del gas de Redlich-Kwong. Se puede verificar
que esta envolvente alcanza su maximo si y = 1, lo que significa que la derivada de la
envolvente se anula en este punto y que, por lo tanto, y representa el volumen reducido:

ve =b/c = 3,847b
v, =v/v. = cv/b

Por lo demas, el comportamiento de la ecuacién es muy similar a la de van der Waals.
Con lo anterior las ecuaciones 10.23 y 10.25 se pueden escribir de la forma:

b 30 1 _3n 1 11
"o(v o) cvy (v, + c)Trl/2 C(n = er?\vtc u
1 (2v, +¢)*(v, — ¢)? 3v, (v, + )

Penvolvente = @ Ur4<vr + 0)4 (Q'Ur + C) (U’r _ 0)2

10.4.3. Redlich-Kwong como ecuacion virial

La ecuacién de Redlich-Kwong se puede expresar en la forma:

Pu v al—3/?
— =7(v,T)= —
RT v—>0b v+b
Por una parte es una ecuacién de factor de compresibilidad expresado en términos de
la temperatura y el volumen molar. Por otra parte, al ser v > b, se puede expandir en

serie de potencias de 1/v:

Pv 1 al =32 1
RT  1—b/v v 14+0b/v

=1+ (b/v) + (b/v)* + (b/v)*> + (b/c)* + ... (1= (b/v) + (b/v)* = (b/v)® + (b/v)* + ...)

b+aT=32 b2 —abT 32 P +ab?T32% b — ab3T3/2
=1+ + - —~ + o
v v2 v3 vt

aT—3/?
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que es una expansién virial en 1/v.

10.4.4. Otras ecuaciones de estado con dos parametros

Ecuacion de estado de Clausius

P _ (10.26)

P=—(w+b)—— (10.27)
También es cualitativamente similar a las anteriores.

Ecuacion de estado de Dieterici

RT a

P= v—> eXp(_vRT)

(10.28)

En la literatura e internet puede encontrarse decenas de ecuaciones de estado pro-
puestas, muchas de ellas para clases particulares de gases, por ejemplo: moléculas polares
livianas, hidrocarburos, etc. La de Redlich-Kwong fue propuesta para moléculas aproxi-
madamente esféricas y se ha hecho posteriormente correcciones por medio de un factor
de excentridad que permite mejorar los calculos para algunos gases.

Una buena discusion sobre las ecuaciones de estado se encuentra en la referencia Fcua-
ciones de estado.

10.5. Procesos politrépicos

Se trata de procesos en que la relacién entre la presion y el volumen estd dada por
una expresion de la forma:
PV"™ = constante (10.29)

Ya se ha trabajado con algunos de estos procesos, que corresponden a valores parti-
culares de n:

» n =0 corresponde a un proceso isobdarico (para cualquier gas).

» Si n es grande se puede reescribir PY/"V = constante que en el limite n — oo
corresponde a un proceso isocérico (cualquier gas).

= En el caso de un gas ideal, el valor n = 1 representa una isoterma PV = vRT.

= Nuevamente en el caso del gas ideal, el caso n = =, donde 7 es el coeficiente adiabati-
co, representa un proceso adiabatico.
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= Un valor de n comprendido entre los dos casos anteriores, es decir, 1 < n < 7 se
puede usar para modelar la compresion de un gas en un cilindro, considerando que el
proceso no es completamente adiabatico, puesto que hay alguna fuga térmica hacia
las paredes del cilindro, pero no tanta como para que el proceso sea isotérmico.

Estos procesos se representan en la figura 10.5.

’(-/)\ 1,20
o
< Isobara n=0
= 100
=
S
0,80 8
n /
) 1 SO[@/-
-% 0,60 S /773
g, o 157
S 3
2 005 '40'/;3,17 B
c £ Y,
. C <+ 1<n<y
g 0,20 Ns
3 v
S
O o000

0,5 1 15 2 2,5 3 35

Volumen (unidades arbitrarias)

Figura 10.5: Diferentes procesos politrépicos.

10.6. Expansion libre o de Joule

La expansion libre de un gas se ilustra en la figura 2.6. El problema original de Joule era
determinar el cambio de temperatura del gas, lo que, conociendo la ecuaciéon de estado, se
puede deducir calculando el coeficiente de Joule p; = c_lv [(g—?)v — P] (ec. 9.41). Nétese
que las ecuaciones de estado descritas aqui -hay otras- fueron concebidas para describir
estados de equilibrio y no procesos fuera del equilibrio como la expansion de Joule, por lo
que la prediccion correcta relativo al calentamiento o enfriamiento del gas es una prueba
de fuego para una ecuacién de estado.

10.7. Proceso de Joule-Thomson

El proceso de Joule-Thompson puede denominarse, por contraposicién a la expansion
libre de Joule, una expansién forzada en flujo continuo. Un esquema del proceso se muestra
en la figura 10.6. Una bomba comprime al gas hasta una presién Ps, el que es conducido
a través de la tuberia hacia un obstaculo, generalmente una estrangulacion o un tabique
poroso. El gas es forzado a pasar a otra zona a presiéon P; < P, para ser luego comprimido
por la bomba y reinyectado hacia la zona de alta presion.
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Tabique poroso o estrangulacion

Figura 10.6: Esquema del proceso de Joule-Thomson.

El proceso funciona en flujo continuo y se ocupa a escala industrial para licuar gases.
El problema es precisamente bajo qué condiciones el gas se enfria y cuanto. Para esto es
conveniente realizar el andlisis indicado en la figura 10.7. Se elije un volumen de control
que es forzado a pasar a través del tabique. En la figura 10.7 se encuentra delimitado
por dos émbolos imaginarios y térmicamente aislado, de modo que ocupa un volumen V5
antes de pasar por el tabique y Vi después.

10.7.1. Trabajo en el proceso de Joule-Thomson

El trabajo realizado sobre el gas se divide entre el realizado por el émbolo izquierdo y
el derecho, de este modo W = W;, + Wy,,:

Vfinal
Wi, = — / P.dV con P,, = P, constante
Vinicial
W = _P2(Vfinal - ‘/;nicial)
=—P(0-13)
= RV,
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Figura 10.7: Proceso de Joule-Thomson: trabajo sobre un volumen de control.

El trabajo realizado sobre el gas por el lado derecho es:

Vfinal
Waer = — / Py, dV con Py, = P constante
‘/;lnicial
W = _Pl (Vfinal - %nicial)
—P (Vi —0)
-V

Con esto, el trabajo total es W = PV, — P V). Puesto que el proceso es adiabatico,
(@ = 0 y la conservacién de la energia se escribe, recordando que el estado final lleva ahora
el subindice 1:

Ey—Ey=@+W
Ey — Ey = RBVo — PV,
Ei+ PV = Ey + RV,
H, = H,

Luego, la entalpfa se conserva en el proceso de Joule-Thomson *.

10.7.2. Isentalpicas de un gas

De lo anterior se desprende que las entalpias del estado incial y final del gas -ambos en
el equilibrio- son iguales. Considerar el caso de un gas ideal, en el cual la energia es funcién
de la temperatura solamente £ = E(T) y PV = NkT, con lo que H = E(T) + NkT =
H(T) es también una funcion de la temperatura solamente: si H permanece constante, la
temperatura también, por lo que un gas ideal no se calentaria ni enfriaria en el proceso.

Lo anterior estd lejos de lo que ocurre con los gases reales, que deben describirse
de manera empirica. Los estados de igual entalpia pueden construirse dandose un estado

3No obstante, no es apropiado afirmar que el proceso es isentdlpico, por cuanto la entalpia estd
definida para sistemas en equilibrio y el proceso ocurre fuera del equilibrio
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inicial a alta presion P, y temperatura T, para realizar luego la expansion contra diferentes
presiones Py, P, P;... midiéndose experimentalmente las temperaturas del gas al lado
derecho del tabique 17, 15, T5..., lo que permite construir una curva isentalpica en el plano
T — P (P es la abscisa y T' la ordenada). El darse un segundo punto de partida diferente
a presién P! y realizar subsecuentemente otra serie de expansiones permite generar una

segunda curva isentdlpica. Se encuentra que todos los gases tienen un comportamiento
similar:

A
Zona de
calentamiento
Tm}-.
S [}
S 1]
L > ke}
© . S
S S
h—1 kY
o : S
] k. k%)
g— Zona de 1 Curva de
@ | enfriamiento ¥ inversion
;
Presion P

Figura 10.8: Curvas isentalpicas de un gas real.

» Existe una temperatura 7,,, denominada temperatura de inversiéon méaxima, por
encima de las cuales las isentalpicas en el plano T — P son siempre decrecientes.
Como la expansién se produce de mayor a menor presion, es decir, de derecha a
izquierda a lo largo de una isentélpica, el gas se calienta.

= A temperaturas menores, la isentdlpica es una curva creciente a baja presién para
pasar luego a ser decreciente, teniendo por lo tanto un méaximo. El lugar geométrico
de los maximos se denomina curva de inversion.

Este comportamiento se ilustra en la figura 10.8 que muestra las isentdlpicas en gris
y la curva de inversion en linea punteda, siendo la zona encerrada por esta la zona en
la cual la expansion de Joule-Thomson enfria el gas, por lo que se la denomina zona de
enfriamiento; en todo el resto del plano el proceso produce un calentamiento.

10.7.3. Coeficiente de Joule-Thomson ;7

El comportamiento del gas durante el proceso, es decir, si se calienta o enfria frente a
una variacién de presion, estd determinado por el cociente AT/AP|y—c., que representa
la pendiente de la isentalpica, la que, al tomar el limite cuando AP — 0 queda:

oT
hoor = (a—P)H (10.30)
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Notese que la zona de enfriamiento corresponde a una pendiente positiva de la isentalpi-
ca y por lo tanto puy_7 > 0, mientras que en la zona de calentamiento las isentalpicas son
decrecientes y por lo tanto p;_7 < 0. La curva de inversiéon estd determinada por la
condicion py_p = 0.

El coeficiente se puede expresar en forma mas ttil usando la relacion ciclica 1.8:

orT opr OHY ]
oP)  \OH ) \9oT ),
Aqui se reconoce a la primera de las tres derivadas como el coeficiente py; 7 > 0,

mientras que la tercera es la capacidad térmica a presién constante Cp *.

Pasando la derivada (g—g) . al lado derecho y ocupando la regla para la derivada inversa

1.6 se obtiene
B oT . 1 (O0H
Hr=r=\opr),~ Ccp\oP).,

La derivada (g—g)T se obtiene recordando la definicion 9.26 de entalpia H = E 4+ PV, de
donde

dH

(dE) + PdV + VdP
= ([TdS] — PdV) + VdP + Pdv
oV

= T-T|(—=—= P P
Coar =7 (55 ) ap|+va

oV
= CpdT V-T|—=— dP
i+ (V=1 (5),)
OH OH
=(—=— | dT — | dP
(aT)P +(aP>T
El término entre corchetes se reemplazé usando la segunda ecuacién T'dS 9.37, mien-

tras que la ultima linea es el diferencial de la entalpia expresada como funcién de la
temperatura y la presion H (T, P). Comparando término a término se concluye que:

OHY\ v ov
oP ), or ) »
lo que permite expresar el coeficiente de Joule-Thomson 10.30 en su forma final:

f-r = Cip {T (%)P - V] (10.31)

4Recordar que en procesos isobéricos Qp = AHp. Como se define Cp = qp/AT queda Cp =

AHp/AT que al tomar el limite AT — 0 conduce a Cp = (%)P
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Es facil verificar que el coeficiente se anula para un gas ideal, mientras que para los
gases reales debe determinarse experimentalmente Existen abundantes fuentes de internet
con valores de este coeficiente para los gases industriales méas comunes, ver por ejemplo
la base de datos DDBST. Es de particular interés la curva de inversion, que es la region
en que el coeficiente se anula y que puede obtenerse de la ecuacién de estado del gas y
que se puede expresar como 1T’ (g—¥) p= V.

Gas de van der Waals Para determinar la curva de inversion del gas de van der Waals
conviene poner la ec.(10.6) en la forma siguiente, que permite derivar mas facilmente para

obtener (%)P =V.

_ RT
v
ov a 2ab ov
i (a—T>P - (; - ?) (a—T>P
a 2ab ov
(P‘WF) [T (a—TU -

La acurva de inversion u;_7=0 se puede expresar como 1/v = 1/T (g—;;) p» 10 que conduce
a:

(P-%+2) 1

v3
RT v
a  2ab RT
P——+4+—)=—
vz vl v
A fin de construir la curva de inversion en el plano T — P seria necesario eliminar el

volumen molar v entre esta ecuacién y la ec.(10.6) para obtener una relacién entre Py
T, lo que es posible pero engorroso. Es mas facil proceder de forma paramétrica:

900
800 Tt~
700
600
500
400
300
200

100 -~

Temperatura (K)

5 10 15 20 25 30 35 40
Presion (MPa)

Figura 10.9: Curva de inversion para el nitrégeno. Linea negra continua: construida sobre
datos experimentales; linea azul segmentada: prediccion usando la ec. de van der Waals.
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Eliminar la presién entre la ecuacién anterior y la ec.(10.6), lo que conduce a

_ 2a(v — b)?

T
Rbv?

(10.32)

Darse un valor de v para calcular T’

Usar estos valores de v y T en la ec.(10.6) para calcular P

Graficar los valores de P en funcién de 1" o al revés.

La figura 10.9 muestra en negro la curva de inversién del nitrégeno, construida usando
los datos de la base DDBST. La linea azul segmentada corresponde a la curva de inversion
calculada usando la ecuaciéon de van der Waals y el procedimiento antes descrito. Se
observa que la ec. de van der Waals describe cualitativamente la curva y por lo tanto el
proceso Joule-Thomson, pero cuantitativamente se aleja mucho de los valores correctos.

Lo anterior no es exclusivo del caso del nitrégeno. Es posible calcular la temperatura
de inversion méaxima segin van der Waals- que corresponde a presion cero- para cualquier
gas, notando que esta condicién ocurre en el limite v — oo. En ese caso la ec.(10.32)
conduce a

T, = 2a/bR = 27T, /4 = 6, 75T,

donde esta forma se obtiene usando las expresiones para a y b como funcién de la tem-
peratura y presion criticas de las ecs. (10.9) y (10.10). Esto generalmente conduce a una
sobreestimacion de la temperatura de inversion maxima.
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Capitulo 11

Maquinas y Rendimiento

Este capitulo aplica la primera y segunda leyes para establecer que las maquinas
térmicas tienen un rendimiento acotado por motivos fisicos y explora el caso de maquinas
no térmicas.

11.1. Antecedentes historicos

11.1.1. Antiguedad

En la antigiiedad se conocieron artilugios mecanicos basados fundamentalmente en
aplicaciones de poleas y palancas, pero desprovistas de la automatizacion que implici-
tamente se asume forma parte de la operacién de una maquina. Existen excepciones
anecdéticas como la turbina eolipila de Heréon de Alejandria, que no tuvo aplicaciones
practicas conocidas.

Las necesidades bélicas establecieron la necesidad de fabricar maquinas que extendie-
ran las capacidades mecanicas humanas y animales, como ocurrié con las catapultas. Es
interesante la mencién de maquinarias de guerra dada por Polibio, ! aludiendo al sitio
de Siracusa durante la segunda guerra punica: Habia también otras mdquinas contra los
que atacaban, las cuales, bien que los enemigos estuviesen cubiertos con sus escudos y
sequros de ser ofendidos de los tiros que se disparaban desde la muralla, no obstante,
arrojaban penascos tan desmesurados, que hacian huir de la proa a los combatientes. Al
mismo tiempo dejaban caer una mano de hierro atada a una cadena, con la cual aquel que
gobernaba la maquina, luego que con la parte anterior de ésta habia agarrado la proa del
navio, bajaba la posterior por dentro de la muralla. Una vez levantada la proa, y puesto
el buque perpendicular sobre la popa, quedaba inmoble la parte anterior de la mdquina;
pero por medio de cierta polea se aflojaba la mano de hierro y la cadena, con lo cual unos
navios caian de costado, otros de espaldas, y la mayor parte, dejada caer la proa desde lo
alto, eran sumergidos y echados a pique. Tanto y tan admirable es el poder que tiene en
ciertos lances un solo hombre y un solo arte empleado a propdsito. Siquese un solo viejo
de Siracusa; con tantas fuerzas de mar y tierra, al momento se hubieran apoderado de la

IPolibio de Megapolis (siglo IT A.C.), contemporaneo de la tercera guerra ptinica y testigo presencial
de la destruccién de Cartago, Historia Universal, libro octavo, parrafo 8
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ciudad los romanos; pero estando dentro, ni aun tentar osaban el ataque, a lo menos del
modo que Arquimedes pudiese prohibirlo...

Como es sabido, las maquinas no fueron suficientes: finalmente los romanos ingresaron
a Siracusa y mataron a Arquimedes.

Es notable que en la antigiiedad cléasica fue posible construir instrumentos sofisticados
como el mecanismo de Anticitera, que actualmente se describiria como un computador
analégico, mecanico, no programable, puesto que cumplia una tnica funcién, basicamente
determinar las fechas de los eclipses y posiciones del sol y planetas, tecnologia posterior-
mente desaparecida.

Sin perjuicio de lo anterior, si se desarrollaron mecanismos para aprovechar la energia
del agua corriente, usada para activar las ruedas de los molinos, para lo que posteriormente
se uso el viento. El agua fue usada ya durante la época de los romanos para mover molinos
de agua, y hubo invenciones y mejoras importantes durante la edad media que condujeron
a la fabricacion de molinos de viento que se adaptaban automaticamente segun la direccion
del mismo. Ya se trata de maquinas propiamente tales segin el sentido que se les da en
este curso.

11.1.2. Epoca preindustrial

En 1678-1682 Hautefeuille, Huyggins y otros especularon con un motor impulsado por
polvora, posiblemente a sabiendas de su carencia de interés practico al ser muy dificil
operarlo en un ciclo.

Aparentemente el desarrollo de las maquinas como se las entiende ahora se vio esti-
mulado por un propdsito especifico: la extracciéon del agua desde las minas de carbén. En
1663 el inglés Edward Somerset obtuvo del parlamento el monopolio por 99 anos para una
bomba de agua. El también inglés Thomas Savery (1650-1715) desarrollé y patenté una
bomba de agua sin partes méviles fuera de las vélvulas (1698), que permitia bombear el
agua. Su contemporéneo, el francés Dionisio Papin (1647-1712) inventé la olla a presién
y sugirié una maquina de vapor con un piston, que no resulté aun de utilidad practica.

11.1.3. La maquina de Thomas Newcomen

Aunque antecede en mucho al inicio de la revolucién industrial, la maquina de New-
comen (1664-1729) merece una discusién aparte por haber sido la primera méaquina de
vapor automatica (1712) que fue utilizada en aplicaciones précticas.

La figura 11.1 representa un esquema de la maquina. La caldera genera vapor de agua
(en rojo) que en la primera etapa de operacién se introduce en la cdmara de trabajo (en
blanco, a la izquierda). El vapor llena la cAmara mientras que el émbolo sube debido al
contrapeso del lado derecho. Terminada la carrera hacia arriba del pistén, se cierra la
valvula que comunica la caldera con el cilindro de trabajo y se inyecta un chorro de agua
fria (azul claro) por la valvula del extremo izquierdo inferior.

La tltima accion induce la condensacion del vapor y la presiéon atmosférica empuja el
piston hacia abajo, realizando trabajo mecanico que se utiliza para levantar el cotrapeso
del lado izquierdo.
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Figura 11.1: Esquema de la maquina de Newcomen

La maquina era muy ineficiene, pero robusta, y se informa que algunas estuvieron en
funcionamiento durante muchos anos. Se estima que se construyeron més de cien unidades.

Es pertinente destacar que la maquina no usaba la presion del vapor para mover el
émbolo, sino solamente la de la atmésfera, por lo que se la denomina mdquina atmosférica.
Existen animaciones que muestran el funcionamiento de la méquina.

11.1.4. La maquina de vapor de Watt

Se acepta que la revolucién industrial se inicié luego de la introduccion de la maquina
de vapor del escocés James Watt (1736-1819). Watt trabajé sobre el modelo de Newcomen.
notando que se desperdiciaba mucha energia al calentar y enfriar sucesivamente el cilindro
de trabajo. En 1769 patenta su maquina de vapor, que presenta dos ventajas adicionales
sobre la de Newcomen. La primera es la de colocar el condensador fuera del cilindro de
trabajo, la segunda introducir la maquina de doble efecto. Ademas, usa la presion de
vapor en lugar de la atmosférica para impulsar el émbolo del cilindro de trabajo.

ACURR DE VPG AT Cenensn -

Tierac 1

facen

Cendanezde

Figura 11.2: Esquema de la maquina de doble efecto de James Watt
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La figura 11.2 muestra el esquema de operacién. En el tiempo 1, el vapor proveniente de
una caldera a presion ingresa al cilindro de trabajo a través de la vélvula superior derecha,
abierta, mientras que el vapor del tiempo anterior es expulsado hacia el condensador. Al
terminar la carrera del pistén, se invierte el funcionamiento de las valvulas, de modo que el
vapor ingresa a la camara inferior expulsando el vapor del tiempo 1 hacia el condensador.
De este modo la méaquina realiza trabajo en ambas carreras del piston. La maquina fue
ademas adaptada para convertir el movimiento lineal en circular, permitiendo aplicaciones
muy diferentes a la del bombeo de agua en una mina. El vinculo conduce a una animacion.

Sadi Carnot

En 1824 se publica, en seiscientos ejemplares, el trabajo del ingeniero militar francés
Sadi Carnot titulado: Refleziones sobre la fuerza motriz del fuego y de las mdquinas
apropiadas para desarrollarla, que establece una cota al rendimiento de las maquinas
térmicas y sienta las bases de la termodinamica. Carnot dice: Es sabido que el calor puede
producir movimiento. No hay ninguna duda de que posee una gran fuerza motriz, en
estos dias en que la mdquina de vapor es tan conocida... Carnot murié prematuramente
y su trabajo fue temporalmente olvidado, hasta que su importancia fue reconocida por
Clapeyron, quien reprodujo las ideas principales en 1834.

11.2. Rendimiento de las maquinas termicas

En esta seccién se considerara solamente maquinas ciclicas, lo que significa que operan
en un ciclo y por lo tanto el estado final de la maquina (el sistema) es igual al inicial. Eso
no significa que los estados inicial y final del medio lo sean y, en general, no lo son. Es
esencial tener presente entonces que para un ciclo se cumple

AFgistema = 0 (11.1)
ASgistema =0 (11.2)

donde ambas igualdades se cumplen independientemente de que el proceso experimentado
por la maquina sea reversible o irreversible. En el ultimo caso la entropia final del medio
no sera igual a la inicial.

Una segunda consideracién es que, al considerarse un motor (un caso particular de
maquina) el interés practico estd en el trabajo W’ realizado por el sistema sobre el medio,
que segun la convencién de estos apuntes satisface W' = —W.

11.2.1. El enunciado de Kelvin-Plank

La discusién sobre la conversion de calor en trabajo o viceversa es antigua. Aqui se
coloca en cursiva por cuanto actualmente se sabe que, al tratarse el calor y el trabajo de
transferencias de energia no son variables extensivas (ni variables de estado, siquiera) y se
podria discutir la rigurosidad de la afirmacién. Actualmente se sabe que el posible realizar
trabajo mecanico de modo que el efecto sea arbitrariamente proximo a un calentamiento
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asociado al calor -en el fondo es el experimento de Joule. Fue mas lento comprender que
un flujo térmico (calor) no puede usarse para realizar la misma cantidad de trabajo, lo
que constituye una de las primeras limitaciones establecidas por la termodinamica.

Se analizara ahora la siguiente proposicion: no es posible “convertir integramente el
calor en trabajo mecanico” o “no es posible una maquina térmica ciclica que interactue
con una sola fuente térmica”.

Considerar el esquema de la figura 11.3, en que se supone que es posible extraer energia
térmicamente -calor (5- de la fuente térmica a temperatura 75 y usarlo integramente para

realizar trabajo W’ = —W > 0 sobre el medio. La conservacién de energia, ec. 11.1 indica
que:
Q:+W =0 (11.3)
W' =-W =Q, (114

Puesto que se trata de un motor, debe ser W’ > 0y, por lo tanto, ()3 > 0. El subindice
2, que aqui parece estar de mas, se coloca porque mas adelante se requerira de dos fuentes
térmicas.

Fuente térmica
T2

Figura 11.3: Esquema de una maquina térmica imposible. Las flechas senalan la direccion
real del flujo de energia si la maquina actiia como un motor, es decir, realiza trabajo sobre
el medio

Si la operacién ciclica de la maquina fuera reversible no existiria creacién de entropia,
sino solamente transferencia. La entropia transferida por la fuente caliente a la maquina
en un ciclo estd dada por ASg;siema = Q2/Ts. Si el ciclo es irreversible, como ocurre en el
mundo real, se generara entropia dentro de la maquina en cada ciclo, que se denota por:

ASiyy >0 (11.5)

expresion necesariamente no negativa como consecuencia de la segunda ley: la entropia se
puede crear pero no aniquilar. Entonces la variacién de entropia en un ciclo debe ser la
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suma de las entropias recibidas de las fuentes térmicas (una en este caso) mas la entropia
creada, es decir:

ASciclo - Q2/T2 + ASiTT’ =0 (116)

donde se igual6 a cero por tratarse de la variaciéon de una funcién de estado en un ciclo
(ec. 11.2). Puesto que AS;,. es no negativa, y la temperatura positiva, se desprende que
Q)2 no puede ser positivo por lo tanto la fuente térmica no le puede entregar energia a
la maquina en un proceso ciclico, por lo que la esta no puede funcionar como un motor.
El problema radica en que la maquina requiere de otra fuente, necesariamente a menor
temperatura, para ceder entropia en el ciclo y poder asi satisfacer la condicién de la ec.
11.2.

Por el contrario, si es posible operar el sistema a la inversa, es decir si W' < 0 y por
lo tanto W > 0y Q2 < 0, siempre que el proceso sea irreversible. De las ecs. (11.4 y 11.6)
se deduce que:

ASi'rr - W/T2

Se concluye que la “conversién de trabajo en calor”, llamada a veces “destruccién del
trabajo 1til”, es un proceso irreversible.

Si se piensa que el trabajo no es mecanico, sino eléctrico, la maquina descrita aqui
es una estufa eléctrica. Se concluye que no se puede convertir calor en trabajo, pero si al
revés. Esta expresion se ha utilizado como enunciado alternativo de la segunda ley de la
termodindmica en los siguientes términos:

Es imposible la existencia de una maquina que solamente absorba calor y produzca
trabajo o, equivalentemente, no es posible un proceso ciclico cuyo unico resultado sea la
extraccion de calor de una unica fuente y la realizacion de una cantidad equivalente de
trabajo. Ambas son versiones del enunciado de Kelvin-Plank de la segunda ley.

Una forma alternativa, basada en la descripcion estadistica de la materia usada en estos
apuntes es: es improbable (en la prdctica, imposible) que el movimiento aleatorio de los
atomos se organice espontineamente de modo de generar un desplazamiento macroscopico
como unico efecto.

11.2.2. La maquina de Carnot

De lo descrito en el parrafo anterior se desprende que, para cumplir con la variacion
nula de entropia en un ciclo, si la maquina recibe entropia de una fuente debe ceder dicha
entropia a otra fuente a diferente temperatura, lo que se representa por el esquema de la
figura 11.4. En este caso las ecuaciones 11.1 y 11.2 se escriben

AEwsistema = Ql + QQ +W =0 (117)
AS&istema - QI/TI + Q2/T2 + ASiTT =0 (118)

donde:
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1. Q1/T) es la entropia transferida a la maquina desde la fuente 1 a temperatura T} 2
2. Q2/T; es la entropia transferida a la maquina desde la fuente 2 a temperatura T y

3. AS;,. es la entropia generada en el interior de la maquina, todo durante un ciclo de
operacion.

La ultima es necesariamente no negativa, conforme a la segunda ley, mientras que las dos
primeras dependen, como se vera, del modo de operaciéon de la maquina.

Fuente térmica

Vi
l Q20

W<0

Q1«0

Fuente témica fifa
T1

Figura 11.4: Esquema de una maquina térmica operando entre dos fuentes

Al operarse la maquina como un motor se impone que la fuente caliente 2 entregue
energia térmicamante a la méquina, es decir, ()2 > 0. El balance de entropia de la ec.
(11.8) indica que @; debe ser necesariamente negativo, de donde se desprende que:

1. Alser Q1/T; < 0, la mdquina necesariamente debe ceder una parte de la energia Qo
recibida de la fuente caliente a la fuente fria.

2. La maquina térmica no puede convertir 100 % )5 en trabajo.
3. La méaquina no puede funcionar sin fuente fria.
4. Lo anterior es valido incluso en el limite reversible en que AS;,., =0

5. Se puede despejar Q1 = —(Q2T1/T5 + T1AS;,). El término entre paréntesis repre-
senta la energia “malgastada” por tener que descargarse a la fuente fria.

6. Mientras mas irreversible el funcionamiento de la maquina, mas entropia se genera,
es decir. mayor es el término AS;,.,. y més energia se malgasta.

7. Mientras mayor la temperatura de la fuente caliente, mejor se puede aprovechar la
energia. El limite practico esta impuesto por la resistencia de los materiales emplea-
dos en la construccion y operacién de la maquina y la propia fuente.

2Al ser Q1 negativo, el sentido real del flujo de entropia es desde la méquina hacia la fuente fria
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8. Mientras mas baja la temperatura de la fuente fria, mejor se puede aprovechar la
energfa. El limite teérico es T} — 0 K (posiblemente T' ~ 2, 7K temperatura de
fondo del universo). El limite practico es mucho més alto, la temperatura del aire o
del agua de refrigeracion, cercana a los 300K.

11.2.3. Rendimiento de la maquina de Carnot

Considerar ahora el balance de energia de la ec.(11.7): Q1 + Q2 + W = 0, de donde
se desprende que el trabajo W’ = —WW realizado por el sistema sobre el medio, llamado
también trabajo 1til, esta dado por

W = Q1 + Qs (11.9)

Puesto que Q1 es menor que cero, W’ < Q3. La maquina éptima es aquella que, dado
()2, maximiza W’.

Rendimiento 7 Se entiende como rendimiento, en términos generales, una relacion
beneficio/costo, lo que en este caso puede escribirse de la forma

Lo que obtenemos _beneficio

~ Lo que ponemos (lo que tuvimos que pagar) ~ costo

(11.10)

En este caso lo que se tuvo que pagar fue el calor ()s de la fuente caliente, no asi el
calor (Q1, que en este lenguaje es parte de lo que ya se pagd pero no se aprovechd. En
cuanto al denominador, es el trabajo neto realizado por el sistema sobre el medio W,
luego:

W/ T TA wrr
- DSy (11.11)

Mreat = @ T2 QZ

Expresion denominada rendimiento real o rendimiento de Carnot generalizado. Si se toma
el limite (fisicamente inalcanzable) de operacién reversible (AS;,.. = 0), la expresién se
reduce a:

T,
Mreal < NCarnot = 1— _1 <1 (1112)
T
donde la expresién:
T
arnot — 1—— 11.13
NCarnot T ( )

se denomina rendimiento de Carnot.

Observaciones

1. El rendimiento de Carnot solo depende de las temperaturas Ty y To de las fuentes
térmicas, no del modo de operaciéon, diseno, materiales u otras propiedades de la
maquina. Se trata por lo tanto de un limite fisico: ninguna méaquina térmica ciclica.
independientemente de cdmo sea construida, puede superar, ni, segin la ec.(11.11),
siquiera igualar al rendimiento de Carnot.
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2. A modo de ejemplo, la maquina de Watt operaba con vapor a alrededor de 110 °C
(383 K) y condensaba a 50 °C (323 K). Entonces, su rendimiento de Carnot era
Nearnot = 1 — 323/383 = 0, 16. En condiciones reversibles la maquina aprovecharia
solo el 16 % de la energia obtenida de la fuente caliente para realizar trabajo, el 84 %
restante se descarga al medio. El rendimiento real es muy inferior y mas adelante
podréa ser estimado del orden de 8 % a potencia méxima.

3. Las maquinas actuales ocupan vapor sobrecalentado, si se supone T, = 300 °C y
Ty = 20 °C queda Nogrmer = 1 — 293/573 = 0,49. Nuevamente, una estimacion del
rendimiento a potencia méxima darfa un valor del orden del 28 % solamente.

4. El rendimiento de Carnot no tiene caracter predictivo, solamente se puede usar para
establecer que una maquina no lo puede alcanzar.

5. El limite inferior del rendimiento real en la ec. (11.11) se obtiene si 7. = 0, en
cuyo caso la entropia generada en un ciclo se puede despejar como

Q@

ASirr = 7
T, 15

(11.14)

Este resultado se interpreta facilmente acudiendo a la figura 11.5, en que las dos
fuentes térmicas estan conectadas a través de una barra térmicamente conductora,
sistema que no se encuentra en equilibrio. Si se supone que la barra es larga, se puede
aceptar que existe equilibrio térmico local y que la temperatura varia continuamente
desde la fuente caliente a la fria. Puesto que ahora no se reliza trabajo alguno, los
calores estan relacionados por @1 + Q2 = 0, segtn la ec. (11.7).

a) Desde el punto de vista de la barra, su propia variacién de entropia en un ciclo
es nula, porque esta siempre en el mismo estado.

b) Desde el punto de vista de la fuente térmica a Ty, esta cede calor al sistema
(barra) y el calor que ingresa a la barra es —@Qq, por lo que su entropia se
incrementa (disminuye) en ASy = —Q2/T5.

c¢) Desde el punto de vista de la fuente térmica a T}, esta recibe calor Q)2 desde
el sistema (barra), por lo que su entropia se incrementa (aumenta) en AS; =

QI/T1~

d) Luego, el incremento de entropia del universo local por ciclo es Qs/T1 — Q2 /15,
que corresponde al miembro derecho de la ec.(11.14).

Se concluye que el rendimiento nulo se obtiene al cortocircuitar las dos fuentes sin
realizar trabajo, en cuyo caso solamente se crea entropia. Puesto que la energia del
universo es constante, se justifica decir que este proceso degrada la energia y que la
barra actia como un generador de entropia.
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Fuente térmica T
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Figura 11.5: Esquema de un “generador de entropia”. La barra simplemente conecta las
dos fuentes, descargando energia de la caliente a la fria, sin realizar trabajo alguno.

La energia suministrada por la fuente térmica se aprovecha mejor, es decir, la maquina
tiene un rendimiento méas elevado, cuanto menos entropia se genera en un ciclo de ope-
racion. Esto significa que la maquina debe funcionar lo menos irreversiblemente posible,
evitando en lo posible los procesos “violentos”: aceleraciones bruscas, grandes gradientes
de temperatura, etc. No obstante, desde el punto de vista practico interesa que la maqui-
na funcione a alta potencia, lo que la obliga a funcionar a alta velocidad y muy lejos del
equilibrio, generando entropia. Las maquinas reales se deben disenar para operar a medio
camino entre los extremos, tratando de que su rendimiento sea lo mejor (o menos malo)
posible mientras estan entregando potencia.

Es interesante reproducir las palabras del propio Carnot:

La condicion necesaria para el trabajo maximo es que en los cuerpos empleados para
realizar la fuerza motriz del calor no ocurran cambios de temperatura que no se deban al
cambio de volumen. Reciprocamente, cada vez que esta condicion se satisfaga se obtendrd
el mdzimo. Este principio no debe perderse de vista en la construccion de una mdquina
térmica, es su base fundamental. Si no se la puede cumplir estrictamente, al menos se
tratard de apartarse lo menos posible del mismo.

En términos mas modernos, la maquina debe operar con los minimos gradientes de
temperatura, de modo que las variaciones de temperatura se deban tunicamente a la ex-
pansién, lo que se cumplird mejor en las maquinas que funcionen con expansiones (y
compresiones) lentas, de modo que la temperatura interna sea tan homogénea como re-
sulte posible. Precisamente esta operacion lenta aproxima la operacion reversible en que
no se genera entropia. Aunque Carnot no dio una expresién cuantitativa, mas adelante
afirma:

La fuerza motriz del calor es independiente del agente empleado para realizarla; su
cantidad estd fijada unicamente por las temperaturas de los cuerpos entre los cuales se
efectia, finalmente, la transferencia de “calorico”. Carnot en ese momento piensa que el
calor es una magnitud extensiva, aunque parece haber corregido ese punto de vista poste-
riormente. De hecho estimé el factor de conversion de calorias a Joule en 3,7 (1cal=4,182
Joule).
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11.3. Maquinas frigorificas

Se entiende por méquina frigorifica o refrigerador a aquella cuya funciéon es “enfriar”
una region del espacio, la fuente fria, que coincide con el interior del congelador del
refrigerador doméstico. Enfriar significa extraer energia térmicamente, es decir, extraer
energia a través de un flujo de entropia. Esta energia debe entregarse al medio, a mayor
temperatura, que actiia como una fuente caliente. Finalmente, la experiencia indica que
el proceso de extraccion requiere realizar trabajo sobre la maquina; de hecho, en la cuenta
de la luz a fin de mes, el refrigerador es uno de los electrodomésticos de mayor consumo.

Se desprende de lo anterior que una méaquina frigorifica es una maquina térmica ope-
rando en el sentido inverso y que, por lo tanto, se describe con la misma figura 11.4, en
la que ahora se invierten los sentidos reales de los flujos de energia. Del mismo modo, los
balances de energia y entropia para un ciclo son exactamente los mismos descritos en las
ecs. (11.7) y (11.8).

En este caso se impone ()1 > 0, puesto que se extrae de la fuente fria y por lo tanto
ingresa a la maquina con signo positivo. Luego, de la ec.(11.8) se desprende que

QQ = _QlTQ/Tl - TZASirr

que es menor que Cero.
Reemplazando en la expresion (11.7) se obtiene

W= Ql(T2/T1 - ]-) + TQASirr

que es mayor que cero, por lo que el medio debe realizar trabajo sobre el sistema para
“bombear” energia desde la fuente fria a la caliente.

La medida del buen o mal funcionamiento de la maquina se describe en términos de lo
que cuesta extraer energia desde la fuente fria. Para evitar confusién con el rendimiento,
se habla en este caso de eficiencia E, definida genéricamente del mismo modo que el
rendimiento * en la ec.(11.10), donde ahora:

» Lo que se obtiene es la energia extraida desde la fuente fria (),
» Lo que se tuvo que poner (y pagar) fue el trabajo realizado sobre la maquina, .

Luego la eficiencia de maquina frigorifica estd dada por:

1 TyAS,., 1
Ereal = % = - & (1115)
W T To)T — 1 W) ToJT — 1
1
Eparmor = ————— 11.16
cormet = )Ty — 1 (11.16)

donde, del mismo modo que en el rendimiento, la eficiencia de Carnot es el inalcanzable
limite reversible de la eficiencia real. En el caso de un refrigerador doméstico de tres

3En la literatura anglosajona se ocupa la expresién “efficiency” para referirse indistintamente a un
motor o a un refrigerador, dependiendo del contexto. En castellano, por el contrario, se habla de ren-
dimiento para referirse al motor y de eficiencia solamente para el refrigerador, convencién adoptada en
estos apuntes para evitar ambigiiedades
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estrellas (lo que significa que el compartimiento del congelador estd a -18°C) y suponiento
temperatura ambiente de 25 °C se obtiene Ecgrnot = 1/(298/255 — 1) = 1/(1,17—1) =
1/1,17 = 6. Como muestra el ejemplo, las eficiencias reales puedes ser mayores que la
unidad, lo que significa que no cuesta mucho trabajo extraer energia cuando las fuentes
fria y caliente estan a temperaturas parecidas. Desde luego, las eficiencias reales son
sensiblemente menores que la de Carnot.

Es conveniente notar que la eficiencia:

1. Se hace menor a medida que crece la temperatura de la fuente caliente.

2. Se hace cada vez mas menor a medida que decrece la temperatura de la fuente fria,
lo que significa en la préactica que enfriar a temperaturas mas bajas se hace cada
vez mas dificil.

Una maquina frigorifica puede usarse para calentar un recinto, en cuyo caso se habla
de una bomba térmica. En este caso el usuario se encuentra dentro de la fuente caliente,
que puede ser una habitacion calefaccionada a 20 °C en invierno, mientras que el exterior
hace las veces de fuente fria. Esta funcién se usa en el aire acondicionado y es facil mostrar
que en este caso es posible disipar en el interior de una habitacion mas potencia que la
consumida por la maquina. En efecto, el valor de interés para el usuario en la habitacion
es el de —(@Q), positivo desde el punto de vista de la fuente caliente. Usando la ec. (11.7)
Q1+ Q2+ W = 0y la definicién de eficiencia £ = Q/W queda —Qy = W(1 + E). Si
el aparato consume una potencia de 1 kW y la eficiencia se supone igual a 3, se concluye
que por kW consumido (cuenta de la luz) se disipa cuatro kW en la habitacién, por lo
que la bomba térmica es mucho més eficiente que un calefactor radiativo o convectivo.

Finalmente, los métodos més usados en la practica para producir descensos de tem-
peratura son:

1. Transicién de fase liquido a vapor, es la que se usa en los refrigeradores domésticos
utilizando compuestos organicos como medio de trabajo. Las plantas industriales
usan amoniaco N H3, mas conveniente pero demasiado peligroso para uso doméstico.

2. Proceso de Joule-Thomson, siempre que el punto de partida esté por debajo de la
temperatura de inversion.

3. En caso contrario, el gas se enfria primero por expansién adiabatica hasta llegar por
debajo de la temperatura de inversion.

Los laboratorios de investigacién usan otras técnicas como refrigeracion por dilucién
de isétopos de helio, enfriamiento por laser, etc., técnicas elaboradas y onerosas. La tem-
peratura mas baja a que se tiene acceso en la FCFM es 4,2 K usando helio liquido.

11.4. Ciclo de Carnot

El funcionamiento reersible de las maquinas térmicas y frigorificas se puede describir
por medio del ciclo de Carnot, que se recorre en el sentido negativo en el caso de un motor
y positivo en el caso del refrigerador.

Universidad de Chile. Versiéon beta en desarrollol 78



11.4.1. Ciclo de Carnot genérico

Se entiende por tal a la representacion en el plano T-S, cuya forma no depende de
la substancia de trabajo o material que llena la maquina. Examinando la figura 11.4 se
deduce que el ciclo esta constituido por cuatro etapas:

1. Inicialmente la maquina ha descargado toda su energia a la fuente fria, encontrando-
se a temperatura T;. La tnica forma de llevarla a la temperatura 75 sin interactuar
con otras fuentes y, por lo tanto, sin intercambiar entropia con el medio, es por medio
de un proceso de calentamiento adiabatico, en general una compresion adiabatica.
A fin de representar el ciclo en el plano de los estados de equilibrio se impone
que el proceso sea reversible, por lo que la substancia de trabajo experimenta un
calentamiento isentropico.

2. Alcanzada la temperatura 75, la fuente caliente cede energia (s a la maquina a
temperatura constante T, de modo que la maquina incrementa su entropia a tem-
peratura constante. Esto, por supuesto, es imposible, ya que la transferencia térmica
requiere de una diferencia de temperatura. Es posible imaginar que la maquina se
encuentra a una temperatura ligeramente inferior a la de la fuente para permitir
dicho flujo, llegandose al limite reversible al disminuir progresivamente dicha dife-
rencia, lo que conduce a un tiempo de carga indefinidamente largo. Se trata, por lo
tanto, de un calentamiento isotérmico *

3. Una vez cargada la maquina con la energia ()5 proveniente de la fuente caliente, la
maquina debe disminuir su temperatura sin intercambiar entropia con otras fuentes
térmicas, por lo que se trata de un proceso adiabatico, que al ser reversible es
isentrépico. Es entonces un enfriamiento isentropico hasta la temperatura Ti, en
general una expansion.

4. Finalmete, para cerrar el ciclo, la maquina debe ceder la energia remanente (@) a
la fuente fria en un proceso similar al segundo, un enfriamiento isotérmico hasta el
estado inicial.

El proceso se representa en la figura 11.6

4Conviene recordar que la definicién de sistema mds caliente no se dio inicialmente en términos de la
temperatura, sino del sistema que cede energia en la interacciéon térmica.
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Figura 11.6: Ciclo de Carnot en el plano TS, que tiene la misma forma para cualquier
substancia de trabajo. En este caso las flechas indican el funcionamiento como maquina.

11.4.2. Ciclo de Carnot para un gas ideal

La realizacion del ciclo de Carnot genérico requiere del uso de algin medio fisico
particular. Puede suponerse que la maquina consiste en un cilindro de paredes adiabéticas,
que pueden convertirse en diatérmicas cuando sea conveniente, provisto de un piston ideal,
y relleno con algiin material que se denomina “substancia de trabajo”.

La substancia de trabajo puede ser un gas simple o mezcla, un sélido, un liquido, e
incluso experimentar transiciones de fase durante la ejecucion del ciclo. De este modo el
ciclo representado en el plano P-V o en otras representaciones que no sean la T-S puede
tener formas muy diferentes, todas, sin embargo, son un ciclo de Carnot.

Ciclo de Carnot

Expansion E[]m i6n isotérmica a T2
adiabatica

has (1T K

T=T1 vV

Comm ]

isotérmica T
all

adiabatica
hasta 12

Figura 11.7: Ciclo de Carnot para un gas ideal. El lado izquierdo muestra las etapas y el
derecho las representa en el plano PV.

Se considera aqui como ejemplo el ciclo correspondiente a un gas ideal con coeficiente
adiabatico 1,4 (gases diatémicos simples como el Ny). El ciclo de Carnot de la figura no
esta a escala: el area real enlazada es mucho menor que la mostrada.

11.5. El modelo endorreversible

Como se comentd anteriormente, el funcionamiento de una maquina de Carnot es im-
posible, o al menos insoportablemente lento, puesto que no puede haber transferencia
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térmica entre las fuentes y la maquina a menos que exista una diferencia de temperatu-
ras. Este tema fue analizado ya hace anos, proponiendose una maquina térmica con las
siguientes caracteristicas:

1. La maquina toma energia ()o desde la fuente caliente a una temperatura 75 menor
que la de la fuente caliente T5.

2. La mdaquina cede energia (); hacia la fuente fria desde una temperatura 7] mayor
que la de la fuente fria T;.

3. La méaquina opera entre las temperaturas 7] y T3 de manera endorreversible, es
decir, como una méaquina de Carnot. Esto significa que no se genera entropia dentro
de la maquina, sino solamente fuera de ella en los procesos de transferencia térmica.

La figura 11.8 presenta un esquema del modo de operacion. Notar que, por construccion,
el rendimiento de la méaquina sera

Nendorreversible = 1— T{/TQI (1117)

T2 Fuente caliente real

a2 i
T2

%W

Fuente caliente

"Vista por la maquina

T1' Fuente fria
Q1 "Vista por la maquina

T Fuente fria real

Figura 11.8: Esquema de la operacion de una maquina endorreversible.

11.5.1. Transferencia térmica

Se supone que la transferencia térmica ocurre bajo condiciones en las cuales es valida
la ley de Fourier para transferencia térmica, que afirma que la energia transferida térmi-
camente por unidad de tiempo es proporcional a la diferencia de temperatura. En este
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caso se escribe:
Qo= K(T» — Ty) (11.18)
01 = K(T, ~T)) (11.19)

11.5.2. Balance de entropia

Puesto que la méaquina es endorreversible, no se genera entropia en su interior y el
balance de entropia para un ciclo es:

Q2 @1

— 4+ = =0 11.20

T (11.20)
que al derivar temporalmente queda:

Q2 G

— 4+ —==0 11.21

T, T (11.21)
Al reemplazar las expresiones segun la ec.(11.19) y después de reordenar, se obtiene

T Ty

— 4 = =2 11.22

T (11.22)

lo que indica que las temperaturas intermedias 7] y T4 no son independientes entre si.
Conviene definir la variable £ como

T L (11.23)
r=— con — <z :
T T~ -
siendo facil verificar que los valores de x se encuentran en el intervalo indicado en la
ec.(11.23).
Finalmente, al reemplazar x en las ecs (11.22) y (11.17) se obtiene:
1
1 Ty
== (T, +— 11.25
=5 (n+ D) (11.25)
T/
endorreversible — 1— = 11.26
Nend bl T ( )

11.5.3. Balance de energia

Para un ciclo se cumple ()1 + Q2 + W = 0, siendo de interés el trabajo realizado sobre

el medio W’ = —W. Expresado en términos de la potencia:
W' = Q1+ Q, (11.27)
que, usando las ecs. (11.19) y (11.25) lleva a:
. 1 1 /T
W /K ==(T\+T) — = = +aTy (11.28)
2 2\ z
Nendoreversible = -z (1129)
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11.5.4. Rendimiento de Chambadal-Novikov-Curzon-Albhorn

Se tiene entonces la potencia y el rendimiento expresados en términos del pardmetro

x, dependencia que se muestra en el figura 11.9, para la que se tomé 7o = 277. Si x asume
su valor minimo, 77 /75, el rendimiento es el de Carnot, pero la potencia es nula. Luego, al
aumentar x, disminuye progresivamente el rendimiento, pero la potencia aumenta hasta
llegar a un maximo, luego del cual esta empieza a decaer hasta anularse si x = 1, condicion
en la cual la maquina no esta sujeta a una diferencia de temperatura y por lo tanto no
puede operar.

Potencia y rendimiento vs x=T1/T2

0,40

—— Potencia

= Rendimiento

Potencia y rendimiento
o
ny
o

o
o
S

0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
x=T1T2

Figura 11.9: Potencia y rendimiento de una maquina endorreversible.

Hay dos casos limite cuyo estudio resulta ilustrativo:
1. Caso en que T] = T3, con lo que que = = 1. En este caso la potencia en la ec. (11.28)
se reduce a:

: 1 1
W//K - §(T1 +T2) - §(T1 —|—T2) == 0

con un rendimiento segin la ec. (11.29) n = 0. Esta situacién se explica porque
simplement jno hay maquina! Efectivamente coincide con la situacién descrita en
la figura 11.5, en la que la energia fluye (se desperdicia) directamente de la fuente
caliente a la fria sin realizar trabajo alguno.

2. Caso T] =Ty y Ty =Ty, con lo que x = T /T),. En este caso:

» El rendimiento segin la ec.(11.29) es n =1 — T /T

» La potencia, segun la ec.(11.28) es:

1 w
= 50+ 1)~ 5 (G + R

Se recupera el limite de Carnot con rendimiento = 17 /T3, pero indicandose explici-
tamente que esto ocurre a potencia cero, como corresponde al funcionamiento re-
versible de la maquina de Carnot (la que, en realidad, no funciona).
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Debe existir un valor de z en el intervalo T} /T, < x < 1 para el cual la potencia sea
méxima. Al derivar la ec.(11.28) con respecto a x e igualar a cero se encuentra que el valor
que maximiza la potencia es © = /T /T3, con lo que finalmente la potencia méxima y el
rendimiento a potencia maxima estan dados por:

Wi/ K = (VT — VTL)? (11.30)

T
ney =1 — @/% (11.31)
2

La ultima expresién es el rendimiento a potencia maxima, por ahora denominado rendi-
miento de Chambadal-Navikov °

Es importante notar que, mientras el rendimiento de Carnot no depende de la estructu-
ra de la maquina, sino solamente de las temperaturas de las fuentes térmicas y constituye
un limite inalcanzable por motivos fisicos, el rendimiento de Chambadal-Navikov se refiere
a una maquina especifica operando de una manera particular, a potencia maxima.

Por otra parte, el rendimiento de Carnot no tiene poder predictivo, es solamente
prohibitivo en el sentido de que no es posible alcanzarlo. Al contrario, el rendimiento de
Chambadal-Navikov si tiene cierto caracter predictivo como puede observarse en algunas
fuentes de internet que comparan los rendimientos real, de Carnot y de Chambadal-
Navikov.

11.6. Maquinas asimilables a térmicas

Hasta ahora solo se ha considerado el analisis de las maquinas térmicas, las que consti-
tuyen aun una fraccion importante de las utilizadas en la generacién eléctrica. Las centra-
les térmicas a carbén lo queman para generar vapor de agua, el que acciona una turbina en
cuyo eje se encuentra el generador eléctrico. Las centrales nucleares usan la fisién del ura-
nio, fuertemente exotérmica, para generar vapor de agua, después de lo cual la generacion
eléctrica es similar a la que ocurre en una central a carbdn.

Las centrales que operan con gas natural utilizan un ciclo combinado (video), en que
la combustién del gas acciona una turbina; posteriormente los gases calientes generan
vapor, el que a su vez mueve un generador eléctrico de modo similar a la central de
carbén. Incluso una forma eficiente de usar la energia solar para generar electricidad es
usando un concentrador solar que genera vapor de agua, usado para mover la turbina y
el generador.

SExiste cierta controversia con respecto a la asignacién correcta de los autores. En 1975 los autores
Curzon y Albhorn publicaron el trabajo: Curzon, F.L.; Albhorn, B. “Efficiency of a Carnot engine at
maximum power output”. American Journal of Physics. 43: 22-24 (1975), que divulgé y popularizé el
modelo. Mas adelande se redescubrié la existencia de dos publicaciones anteriores: I. I. Novikov. “The
Efficiency of Atomic Power Stations”, Journal Nuclear Energy II, 7:125-128, (1958). traducido del original:
Atomnaya Energiya, 3 , 409 (1957) y Chambadal P (1957) Les centrales nucléaires. Armand Colin, Paris,
France, 4 1-58. Como si fuera poco, ahora se piensa que fue propuesta por primera vez por Henri B.
Reitlinger en 1929: H. B. Reitlinger, “Sur I'utilisation de la chaleur dans les machines ‘a feu” (“Sobre el
uso del calor en mdquinas de vapor”, en francés), Vaillant-Carmanne, Liege, Belgium, 1929.
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En todos estos casos (excepto la primera mitad del ciclo combinado) puede decirse
que se trata de maquinas de combustion externa, es decir, la reaccién quimica o nuclear
ocurre fuera de la maquina. Otro tipo de maquinas muy usadas, particularmente en el
transporte, son los motores a explosion, en los que la reaccién quimica ocurre en el interior
de la maquina y se denominan por eso motores de combustion interna. El esquema basico
de operacion de un motor de cuatro tiempos se muestra en la figura 11.10.

Inyeccién Compresién  Combustion Expansion Expulsién

4

Figura 11.10: Esquema del funcionamiento de un motor a explosion.

Si bien no es un motor de combustion externa, suele emularse su funcionamiento como
el de una méaquina térmica operando con una substancia de trabajo que, por simplicidad,
se asimila a un gas ideal. Este procedimiento tiene dos desventajas:

1. El motor es un sistema abierto, puesto que intercambia materia con el medio, lo que
la emulacién no representa apropiadamente.

2. Existe una reaccién quimica que no conserva el nimero de moles. En efecto, si se
supone que el combustible es n—octano CH3(CHs)sCHs (CsHyg), la combustion
completa (suele no serlo y generar C'O) esta dada por la reaccion:

Cngg + 12, 502 — 8002 + 9H209 (1132)

que tiene 13,5 moles en los reactantes y 17 en los productos. Este razonamiento
ignora sin embargo que el aire esta constituido mayoritariamente por nitrégeno, el
que supera al oxigeno en una relaciéon de aproximadamente cuatro a uno. Luego el
ntimero de moles inicial, incluyento al nitrégeno que no reacciona ° es de 13,5 +
4 x 12,5 = 63,5, mientras que el de los productos es 17+ 4 x 12,5 = 67, eso arroja
un incremento del 6 % en el nimero de moles, lo que pone una cota de partida a la
calidad de la aproximacion.

3. Del mismo modo que las maquinas térmicas, el funcionamiento del motor a explosién
es irreversible y no puede ser representado correctamente como una sucesion de
estados de equilibrio.

SHay una pequeiia generacién de 6xidos de nitrégeno, que pueden ser fuertemente contaminantes
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Funcionamiento del motor a explosién Ahora se describe simultaneamente el fun-
cionamiento del motor y su representacién como un ciclo en el plano PV. En el esquema el
motor se representa como un cilindro de paredes adiabaticas con dos valvulas en la parte
superior, provisto de un piston. Una de las véalvulas permite la admisién de la mezcla de
combustible con aire y la otra la expulsién de los gases quemados hacia la atmosfera.

1. Inyecccién. En esta etapa el émbolo retrocede deste el tope superior al inferior
permitiendo el ingreso de la mezcla (motor de gasolina) o solamente aire (motor
Diesel). Puesto que la valvula superior izquierda esté abierta, esta rama del proceso
se emula con una expansion isobarica. Esto es una aproximacién, por cuanto debe
existir una pequena diferencia de presiones, menor al interior del cilindro, para que
la mezcla sea inyectada.

2. Compresién. Una vez que el émbolo alcanza el tope inferior, se cierra la valvula
anteriormente abierta y el émbolo comprime la mezcla, la que se calienta en el
proceso. La compresién se modela como un proceso adiabatico al despreciarse la
transferencia térmica de la mezcla al cilindro.

3. Combustién. La combustion puede producirse de dos modos:

a) En el caso del motor de gasolina, la bujia hace saltar una chispa que induce la
ignicién. La combustién es rapida, de modo que el émbolo se desplaza una dis-
tancia pequena durante la misma y el volumen es aproximadamente constante.
Por este motivo, la etapa se emula por medio de un calentamiento isocorico,
atribuido a fuentes térmicas externas.

b) En el caso del motor Diesel, la compresiéon es mayor que en el caso anterior,
alcanzandose, por efecto de la misma compresién, una temperatura a la cual
la igniciéon se produce espontaneamente. Solo en este momento se inyecta el
combustible, por lo que la explosién es mas prolongada y ya no es isocérica,
emulandose por un calentamiento isobarico, con el calor proveniente de fuentes
térmicas externas.

4. Expansion. Como consecuencia de la mayor presién en la camara de combustion,
el émbolo es empujado hacia abajo. Esta es la etapa en la cual el motor entrega
potencia y se emula como una expansion adiabética.

5. Expulsion. Finalmente, alcanzado el final inferior de la carrera del piston, se abre
la valvula del extremo superior derecho, a la atmosfera, y el pistén sube expulsando
los gases quemados, proceso que se emula como un proceso isobarico. Al terminar
esta etapa, el motor se encuentra en condiciones de reniciar el ciclo con una nueva
inyeccion.
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Figura 11.11: Emulacion del funcionamiento de un motor usando el ciclo Diesel.

La figura 11.11 muestra la representaciéon de un ciclo Diesel en el plano PV. La recta
horizontal de color verde representa la inyeccién (flecha hacia la derecha) y la expulsién
(flecha hacia la izquierda). Puesto que esta parte del ciclo encierra drea nula, se ignora
para efectos de calcular el trabajo y calor. El motor a gasolina se representa por el ciclo
de Otto, en el cual el tramo isobarico se debe reemplazar por un proceso isocérico. Otros
ciclos comunmente empleados son el de Brayton, usado para emular las turbinas, en de
Stirling, que corresponde a una maquina térmica y el de Rankine, que incluye un cambio
de fases.

Es posible resolver exactamente estos ciclos y calcular el rendimiento asociado, siempre
menor que el de Carnot, pero no se debe perder de vista que se trata de una aproximacion
al no tratarse exactamente de una maquina térmica.

11.7. Maquinas no asimilables a térmicas

Muchas méaquinas no son asimilables a una maquina térmica, es decir, no se pueden
emular por medio de una maquina térmica. Aunque hay muchos ejemplos, basta con
estudiar uno.

@, 0 L,

>

L,®
0,9, ) —

Figura 11.12: Diagrama esquematico de la termodinamica de un motor eléctrico ideal.

Motor eléctrico En este caso la fuente de energia que permite el funcionamiento del
motor no es térmica, sino una fuente de potencial eléctrico capaz de entregar corriente (se
dirfa que es una fuente de carga eléctrica a potencial distinto de cero). Puede pensarse
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que la maquina, por ejemplo, es un taladro eléctrico, que se representa esqueméaticamente
en la figura 11.12.

El diagrama se puede interpretar como un ciclo, en el cual el motor es el sistema y
todo lo demés el medio.

1. En una primera etapa, el motor recibe una cierta carga 00 desde una fuente de
energia a potencial ¢o, que puede ser el polo vivo del enchufe (motor de corriente
alterna) o el lado positivo de una bateria (motor de corriente continua).

2. Puesto que no se acumula carga en el motor (de hacerlo, su operacién no seria
ciclica), la carga d© debe ser devuelta al medio.

3. Idealmente, la carga debe devolverse a potencial cero, porque de lo contrario no se
estd aprovechando toda la energia recibida desde la fuente a ¢,. En la practica esto
no es factible y el potencial de salida es ¢, pequeno frente a ¢,, pero no exactamente
cero.

El motivo es que para mover la carga saliente de la maquina hacia la tierra se requiere
de un campo eléctrico que la mueva, el que no existiria si el punto de salida de la
carga estuviera al mismo potencial que la tierra “. Nétese que es la misma situacién
en que se encuentra la maquina térmica, para que esta pueda ceder el calor (Q; a la
fuente fria su propia temperatura debe ser superior a la de la fuente fria. ®

4. Por otra parte, el taladro realiza trabajo de rotacion, el que se puede escribir como
w = Tdp (11.33)
donde 7 es el torque y ¢ el angulo de rotacion. Recordando que

7 =dL/dt (11.34)
w=dyp/dt (11.35)

donde L es el momento angular y por simplicidad se omitié la notacién vectorial, es
posible reescribir:

w=woL (11.36)

Esta expresion puede interpretar como “la energia transferida mecanicamente por el
taladro (sistema) al medio (la pared que se taladra), w, estd asociada a una trans-
ferencia de momento angular 0L, siendo la velocidad angular (variable intensiva) la
indica cuan cargado de energia sale el momento angular”.

"En una instalacién eléctrica, el que el potencial ¢; (Ilmado neutro) sea cero, es decir, esté al mismo
potencial de la tierra, es generalmente indicio de una falla en la instalacién. Es frecuente que el valor rms
del neutro ronde los 3 V

8Desde luego, se puede hacer el mismo comentario con respecto al ingreso de energia desde la fuente:
la carga debe ingresar a la maquina a un potencial ligeramente inferior al de la fuente, para que haya un
campo eléctrico capaz de moverla.
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Las observaciones anteriores parecen presentar un inconveniente: puesto que el momen-
to angular se conserva, jde donde proviene el momento angular que entrega el taladro?
Desde un punto de vista estrictamente termodinamico, si el taladro experimenta un ciclo,
el momento angular contenido en el mismo, en su condicién de funcién de estado, debe
experimentar variacién nula.

La respuesta se ilustra en la parte inferior de la figura 11.12. La persona que sostiene
el taladro debe estar firmemente posicionada en la tierra (o en una escala bien asegurada)
para soportar el torque, y el momento angular ingresa al taladro desde la tierra y a
través de la persona que lo sujeta. Puesto que la persona estd inmévil y no rota (jsalvo
un accidente!), el momento angular §L ingresa al taladro desde la tierra con velocidad
angular nula (w = 0) y, por lo tanto, sin transferencia de energia.

La discusion anterior permite entender la méaquina como un sistema de dos circuitos.

1. Un circuito eléctrico por el que circula una carga 0O, que ingresa con energia ¢,00
y sale (la misma carga 00) con energfa idealmente nula, aunque lo hace realmente
llevandose consigo una energia ¢,00.

2. Un circuito mecdnico por el que circula una cantidad de momento angular L, que
ingresa descargado de energia, y sale con energia wdL.

Desde este punto de vista, el taladro -o el motor eléctrico en general- es un sistema
que extrae energia desde una variable extensiva (carga eléctrica) y la transfiere a otra
(momento angular).

El rendimiento serd 100 % si la transferencia anterior es completa, lo que no ocurre
porque una parte de la energia ingresada se va con la carga que sale hacia la tierra.
Suponiendo procesos reversibles, el rendimiento de Carnot se obtiene de la ec.(11.10),
donde lo que se tuvo que pagar fue la energia ¢,00 extraida desde la fuente a mayor
potencial. El beneficio, o lo que se obtiene, es el trabajo W' realizado por el taladro, que
por conservacién de energia es W/ = $200 — ¢100 y entonces

_ w’
NCcarnot—e = ¢25@
6200 — 6100
9200
P

:1_%

rendimiento que tiene exactamente la misma forma que el rendimiento de Carnot de una
méquina térmica, ec.(11.12), cambiando las temperaturas por los potenciales.

Falta ahora considerar el caso general en que se generara, debido a procesos irreversi-
bles, una cantidad de entropia AS;,.. > 0 por ciclo. El balance de entropia para un ciclo
requiere que AS;, = 0, lo que es imposible de satisfacer con la configuracién del esquema
11.12. Para deshacerse de la entropia AS;,.,., el motor necesariamente debe interactuar con
una fuente térmica a temperatura T, como lo indica la figura 11.13.
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En este caso el balance de entropia para el ciclo es

ASciclo = ASrecibida + ASgenerada =0
1
= T AS’iTT =0
T + 0

Ql = _TIASirr <0

donde necesariamente (), es negativo, es decir, la maquina cede energia térmicamente a
la fuente. Esto no es nada mas que expresar de manera complicada algo que ya se sabia:
la maquina debe ser refrigerada.

@, 9, L,

®=0
#
L,®

©; 9, ) =

[

Fuente térmica fria

T1

Figura 11.13: Diagrama esquematico de la termodinamica de un motor eléctrico real.

El balance de energia para el ciclo es ahora, recordando que el trabajo realizado por
el motor es W’/ = —W:

AFEco = Ql + W+ ¢2(5@ — le(s@ =0
W' = W = 200 — 100 — T1AS;,.,
por lo que el rendimiento real serd ahora W'/¢,0:
. ¢l . TlASirr
®2 200

Esta expresion se puede interpretar mejor amplificando el numerador y el denominador
del dltimo miembro por 1/At, siendo At la duracién del ciclo. Entonces AS;,../At = S;;.,
es la tasa de generacién de entropia, mientras que Ig = 60/At es la corriente eléctrica

que circula por el circuito, con lo que el rendimiento del motor eléctrico queda finalmente
como:

Nreal—e = 1

(bl Tl Sirr

Nreal—e = 1——-
P2 P2le
Las consecuencias son andlogas a las discutidas en el caso de la maquina térmica:

(11.37)
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= El rendimiento mejora al aumentar ¢, donde el limite esta dado por la seguridad
de las condiciones de operacion y el costo adicional de operar con alto voltaje.

= El rendimiento mejora al disminuir ¢, lo que requiere aumentar el diametro de los
conductores que llevan la carga de salida a la tierra de operacion, lo que tiene un
costo adicional.

= Procurar que la maquina genere el minimo de entropia por unidad de carga que
circula por ella, lo que significa algo tan evidente como disminuir el roce, pero tiene
complicaciones practicas: el efecto Joule, disipacién térmica en los conductores que
llevan corriente, disminuye al disminuir su resistencia eléctrica, pero esto a su vez
requiere engrosarlos y disminuir el nimero de espiras de las bobinas. Como siempre,
existe un conflicto entre maximizar el rendimiento y maximizar la potencia.

11.8. Maquinas: caso general

Ahora se puede tratar de redefinir el concepto de méaquina en términos del lenguaje
usado en estos apuntes. El diccionario define un mdquina como: “Del lat. machina, y este
del gr. dérico payava (machand)”

1. f. Artificio para aprovechar, dirigir o regular la acciéon de una fuerza.

2. f. Conjunto de aparatos combinados para recibir cierta forma de energia y transfor-
marla en otra mas adecuada...

3. f. Agregado de diversas partes ordenadas entre si y dirigidas a la formaciéon de un
todo.

La segunda acepcién parece la mas apropiada, pero adolece del problema que, aunque
sea una expresion de uso habitual, no se ha definido el concepto de forma de energia.

11.8.1. Formas de energia

Ql lw
e | S+AS, V4V, ©+d0,
A+dA, L+dL, p+dp,...

U A

dS dv d® dA dL dp dM...

LY
r<
SO

Figura 11.14: Sistema que interactia con el medio intercambiando magnitudes extensivas.
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Considerar la figura 11.14 que muestra dos estados proximos de un sistema que in-
tercambia energia y magnitudes extensivas con el medio. Por la primera ley de la termo-
dindmica se escribe:

AE = q + Wyop + Welee + Wsuper ficial + Wrotacional T Wiraslacional + Wquimico + ...
q =TdS calor: “energia térmica”
Wieewol = (—P)dV trabajo mecénico volumétrico: “energia mecanica”
Welee = @dO trabajo eléctrico: “energia eléctrica”

Wsuper ficial = dA trabajo mecanico superficial: “energia mecédnica”

Wrotacional = W « dL trabajo mecéanico rotacional: “energia mecéanica”
Wraslacional = U » AP trabajo mecdanico traslacional: “energia mecénica”

Wauimico = dM (no se dice trabajo quimico): “energia quimica”

De la ecuacién 9.9 se deduce que la varible extensiva dX transferida por el me-
dio al sistema aparece siempre ponderada por su variable intensiva conjugada & =
0E (X1, Xa,...)/0X;. Es la variable extensiva intercambiada la que identifica y da nombre
(en realidad, define) la forma de energfa transferida (nomenclatura que en general no se
puede extender a la energia almacenada).

En un lenguaje informal, puede decirse que las magnitudes extensivas son los entes que
transportan la energia y se pueden llamar portadores de energia, mientras las magnitudes
intensivas indican cuan cargada de energia se transfiere la extensiva.

11.8.2. Definicion genérica de maquina

Conforme a la discusion anterior, la maquina es un sistema que redistribuye la energia
entre los portadores de energia, en otras palabras, la maquina es un sistema que transfiere
la energia de una variable extensiva a otra.

Fuente de energia 2 X,9X £ 8Y

X, [E— <=
Fuente de energia 1 i £ 5Y
Sumidero Y R =)

Figura 11.15: Esquema de una maquina genérica que transfiere energia de una variable
extensiva X a otra Y.

La figura 11.15 es un esquema simbdlico de esta maquina, operando en un ciclo, que
transfiere energia del portador X al portador Y. x es la variable intensiva conjugada de
X,y & la intensiva conjugada de Y. De este modo:
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= En una parte del ciclo ingresa una cierta cantidad de la variable extensiva X, 0.X,
proveniente de una fuente de energia (generalizacién inmediata del concepto de
fuente térmica), “cargada” con la variable intensiva ys.

= Para cerrar el ciclo, la misma cantidad de magnitud extensiva 0 X debe ser expulsada
en otra parte del ciclo, ahora cargada con un valor diferente (menor) de la variable
intensiva, x; (idealmente cero para que la transferencia sea completa), hacia un
destino que se denominara sumidero de energia.

= Por otra parte, el portador Y ingresa en una cantidad 0Y, o bien descargado de
energia o cargado con una valor pequeno & de su variable intensiva conjugada.

= Del mismo modo que X, la misma cantidad del portador Y, Y, debe ser expulsada
de la maquina en otra etapa del ciclo, esta vez cargada con un valor £; de su intensiva
conjugada.

La conservaciéon de energia toma en este caso la forma:

AE = (xa —x1)0X + (& —&)0Y =0 o
0Y (&1 — &) = 0X (x2 — xa)

Puesto que lo que se desea es transferir energia desde X a Y, el rendimiento establecido
en la ec.(11.12) requiere identificar el beneficio y el costo.

= Si se entiende que la maquina transfiere energia, lo que interesa es la eficiencia de la
transferencia. De este modo “lo que se obtiene” (beneficio) es la energia transferida
a la variable Y de salida, es decir, (§; — &)Y

= Lo que se invirtié o pago es la energia proveniente de la fuente de energia: y,.X.
» Entonces el rendimiento es n = (§5 — £2)0Y/x20X.

Usando el balance para la energia en un ciclo se obtiene

(6 =&)Y _ (e —x1)0X _ xi
X2 X X20X X2

(11.38)

Ncarnot—g =

Este rendimiento, que puede llamarse rendimiento de Carnot genérico, equivale al de
la maquina térmica reversible si las fuentes de energia son fuentes térmicas, en cuyo caso

x2=Toy x1="1Ti.

11.8.3. Rendimiento de una maquina genérica real

En la seccion anterior se omitio la generacion de entropia en un ciclo debido a procesos
irreversibles, AS;,., > 0. Por lo discutido en todo este capitulo, debe estar claro que la tnica
forma en que el sistema puede satisfacer la condicion AS,;., = 0 es cediendo la entropia
a una fuente fria a temperatura 77, y que eso requiere cederle también térmicamente una
energia ()1, por lo que el esquema de la figura 11.15 requiere agregar dicha fuente, lo que
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se hace en la figura 11.16. Como ya se mencion6 en la seccién 11.7 esto no tiene nada de
extraordinario, simplemente se reconoce el hecho que la méquina debe ser refrigerada.
En este caso los balances de energia y de entropia para el ciclo se escriben:

AE = x20X — x10X + &0Y =60V + Q1 =0 (11.39)
AS =Q1/Ty + ASir = 0 (11.40)

Se desprende entonces que existe un factor de ineficiencia asociado al funcionamiento
irreversible de la maquina, puesto que la ec.(11.40) requiere que @y = —T1AS;,, sea
negativo, es decir, siempre se deberd entregar una parte de la energia proveniente de la

fuente de energia a la fuente fria, independientemente de que la maquina sea térmica o
no.

Fuente de energia2 ~ X,9X g, 8Y
a /> <=
Fuente de energia 1 i £ 5Y
Sumidero X B =)
Q1
Fuente térmica
(fria) T1

Figura 11.16: Esquema de una maquina genérica real de funcionamiento irreversible.

EL rendimiento de esta méquina genérica sigue siendo n = (£ — &)Y /x20X, donde
de la ec.(11.39) se desprende que

(61— &)oY = (x2 — x1)0X + Q1 = (X2 — X1)0X — T1AS;,,

Se obtiene entonces la siguiente forma final para el rendimiento de la maquina genérica:

X1 TIASirr

Ngen = 1 -_— — W (1141)

X2

Es posible interpretar mas comodamente esta expresion amplificando el ultimo término
por el factor 1/At, donde At es el periodo de un ciclo. Entonces X = 6 X /At no es mas
que la corriente de magnitud extensiva, denotadalx para que se vea similar a la corriente
eléctrica, y Sy = 05;/At es la tasa de generacién (irreversible) de entopia, con lo cual:

n —1_ & N Tlsirr _ X1 Tlsirr
e X2 X2lx X2 X2 X

(11.42)

Universidad de Chile. Version beta en desarrollal 94



Esta relacion permite recuperar el rendimiento de una maquina térmica real, ec.(11.11),
asimilando la fuente de energia a una fuente térmica a temperatura 7o > T y el sumidero
de energia a la fuente fria a 77.

Notese que, con excepcién del caso en que esta coincida con la entropia, se supuso
implicitamente que los portadores X e Y son magnitudes fisicas conservadas. Las rela-
ciones obtenidas no son completamente generales, pues se supuso que la unica forma que
tiene la maquina de ceder entropia al medio es por medio de una transferencia térmica,
calor. Hay casos, cuando se produce una reacciéon quimica dentro de la maquina, en los
que también se intercambia adicionalmente entropia con medio a tavés de los productos
(v los reactantes) de la reaccién, situacién no considerada aqui.

11.9. El computador como una maquina

Precisar cuél fue el primer computador en la historia involucra una decision arbitraria
en cuanto asignarle dicho cardcter a una maquina. En la opinién del redactor de estos
apuntes, ese titulo corresponderia a la maquina de Antikitera (o Anticitera), cuyos vesti-
gios se encontraron a principios del siglo XX en los restos del naufragio de un navio de
carga en los alrededores de la isla griega de Antikitera: data del siglo IT AC. Los restos de
la méquina permanecieron largos anos en un museo, hasta que los investigadores, usando
rayos X, descubrieron una serie de engranajes cuyo nimero de dientes llamo su atencion.
Finalmente se determind que los engranajes permitian determinar fechas especificas en el
calendario, entre otras las de los eclipses. Hay videos en internet que describen el rescate
del mecanismo de Antikitera.

Posteriormente se desarrollaron maquinas mecdanicas de calcular, destacando entre
ellas las de Pascal, Leibnitz y sobre todo la mdquina analitica de Charles Babbage (1791-
1871), la que si merece la denominacién de computador mecanico. Su creador la disené
con sucesivas modificaciones entre 1837 y 1871, pero no la vio construida en vida. Sus
dimensiones habrian sido de unos 30 por diez metros y deberia haber sido accionada
por una méaquina de vapor. Ada Lovelace (1815-1852), destacada matemadtica, estudié
el principio de funcionamento y desarrollé los primeros programas, siendo considerada
la primera programadora de la historia. En la década de 1990 el Museo de Ciencias de
Londres decidié contruir la maquina, la que, con menores dimensiones, se encuentra en
la actualidad en dicho museo: puede ser accionada por una sola persona moviendo una
manivela. Para ser un dispositivo mecanico su capacidad de calculo es sorprendente.

11.9.1. El primer computador electrénico

El primer computador digital programable fue construido en Alemania por Konrad
Suse a fines de la década de 1930, tratandose un dispositivo electromecanico. Si bien
existio cierta controversia, actualmente se acepta que el primer computador puramente
electrénico fue construido hacia 1939 por John Atanasov (1903-1995). Siendo catedratico
de fisica tedrica (lowa State College), usé sus conocimientos de ingenieria eléctrica para
desarrollar una maquina electrénica capaz de resolver sistemas de ecuaciones lineales con
hasta 29 incognitas, ahora llamada ABC (Atanasoff Berry Computer). Si bien electrénica
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y digital, la maquina no era multipropoésito.

El primer computador electrénico, digital y multipropdsito fue el ENIAC (electronic
numerical integrator and calculator), construido en la Universidad de Filadelfia en 1946.
Existen numerosas fuentes de internet que describen su operacién y programacion. Para
los efectos de estos apuntes es suficiente mencionar que realizaba unas unas 35 multipli-
caciones por segundo, pesaba 27 toneladas, contaba con cuarenta moédulos cada uno de
0,6 m de ancho por 2,7 m de alto y 0,7 m de fondo, en una habitacion de 10 m por 17 m.
Constaba de 17468 valvulas de vacio (tubos) y consumia 174 kW ?.

La ultima afirmacion del parrafo anterior llama ya la atencién sobre la relacién entre
la fisica y los computadores. Desde el momento que estos son dispositivos fisicos, estan
sujetos a las leyes de la fisica y a las restricciones impuestas por esta. En el marco ge-
neral cabe preguntarse qué limitaciones impone la fisica sobre el funcionamiento de los
computadores en relacion a:

1. Tamano: interesa reducirlo al minimo o, mejor, aumentar la densidad de componen-
tes

2. Consumo de energia: los 174 kW del ENTAC corresponden al consumo maximo de
unas treinta casas (la instalacién domiciliaria es de 6 kW). ;Existe un limite fisico
al consumo minimo de energia para realizar una operacién?

3. Tasa de procesamiento: ;existe un limite impuesto por la fisica al nimero de bits
que puede ser procesado por unidad de tiempo, dado un tamano del computador?

Las respuestas son todas afirmativas y constituyen el resto de este capitulo.

11.9.2. Consideraciones preliminares

Un primer vistazo permite entender que las restricciones fisicas existen. Es dificil
imaginar que una memoria capaz de almacenar un bit pueda ser menor que un atomo
(guardando la informacién en un estado excitado, por ejemplo) o un spin nuclear. La
informacion debe entonces viajar de un atomo a otro, separados una distancia r del orden
de 0,2 nm (2 x 10—10 m). Puede viajar a lo mds a la velocidad de la luz ¢ de 10% m/s,
en lo que tarda un tiempo 7, con lo que ¢r = r. De este modo 7 = r/c ~ 107 s serfa el
tiempo minimo para procesar un bit.

La afirmacién anterior, sin embargo, supone una tecnologia determinada (aunque nos
parezca inalcanzable), y realmente limita el alcance de esa tecnologia particular. El tema
a discutir aqui es el limite fisico impuesto por nuestros conocimientos actuales.

A modo de ejemplo, en la época del ENIAC la prevision futurista establecia que los
futuros computadores podrian reducirse al tamano de un automévil, lo que ahora parece
risible. ;Era una equivocacién garrafal? Si en general, si se lo tenfa por un limite fisico.
No en cambio si la previsién se constrenia a computadores fabricados con tubos de vacio,
tecnologia que presumiblemente podria tener ese limite. A fines de la década de 1940
se construyeron los primeros transistores, tecnologia disruptiva que redujo el tamano de

9Datos extraidos de http://museo.inf.upv.es/es/eniac/
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los componentes electronicos. Posteriormente Texas instruments desarrollaria los circuitos
integrados permitiendo aun mayor reducciéon de tamano.

En primer lugar se mencionara algunas tendencias empiricas establecidas durante al-
gunos decenios de la evolucion de los computadores.

11.9.3. La tendencia de Moore

Gordon E. Moore, uno de los cofundadores de la Intel, observé hacia 1965 que el
nimero de componentes en un microprocesador se duplica aproximadamente cada dos
anos (inicialmente propuso que cada ano, al disminuir la tasa modificé el enunciado).
Esa afirmacion se llama ley de Moore, aunque no es ninguna ley sino una tendencia que
puede o no mantenerse. Los limites tecnoldgicos son la disipacién de energia en interior del
procesador y, por cierto, el tamano final de un dispositivo que debe requerir de un cierto
numero de atomos por transistor. Desde el punto de vista fisico interesa més estudiar como
ha evolucionado -y evolucionaréd- el tamano de los transistores, uno de los componentes
esenciales de los procesadores.

La figura 11.17 muestra la evolucién temporal del tamaifio caracteristico'® de los tran-
sistores usados en los procesadores.

Transistores

10000 Evolucion del tamafio en el tiempo

1000

100

Tamafio (nm)
=
o

0,1
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040

Afio

Figura 11.17: Evolucién temporal del tamano caracteristico de los transistores.

La linea de tendencia indica que la dimension caracteristica disminuye con el tiempo
segun la ec:

c(t) = coexp(—t/e)

donde ¢, &~ 14000 nm y 7 &~ 7 anos transcurridos desde 1968. Si se cuenta a partir del
ano 2000 en adelante solamente el ajuste arrojaria ¢, ~ 150 nm y 7 ~ 6 anos. Notar

0708 fabricantes llaman caracteristica (feature) a una distancia particular dentro del dispositivo, no
es el tamano del dispositivo mismo.
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que el tiempo en el cual el tamano se reduce en un factor v/2 y por lo tanto se duplica
el nimero de transistores por unidad de érea es tgypiica = 71n V2 = 2,04 anos, que es la
ley de Moore. En cierto modo, es una profecia autocumplida por cuanto la industria de
semiconductores la ha usado como hoja de ruta y “... expresa la tasa a la que las mejoras
en la industria de semiconductores maximiza sus beneficios... !

La caracteristica alcanzaria 1 nm hacia el 2030: si bien se ha demostrado el efecto
transistor a esas dimensiones, convertirlo en un proceso industrial es otra historia. Hacia
2040 la caracteristica se acercaria al valor de las distancias interatémicas y es dificil
imaginar una tecnologia a esa escala.

En el presente la miniaturizacién se ha estancado un tanto y los fabricantes explotan
otras opciones como la integracion vertical. Aun no es posible predecir como evolucionara
esta tecnologia. Incidentalmente, las dimensiones del primer transistor, construido en 1947,
eran de unos 10 cm si se incluye el dispositivo mecdnico necesario para operarlo'?.

11.9.4. La tendencia de Koomey

El ano 2011 Jonathan Koomey, Sttephen Berard, Marla Sénchez, y Henry Wong pu-
blicaron el trabajo titulado Implications of Historical Trends in the Electrical Efficiency
of Computing **. En ese trabajo pesquisaron el comportamiento histérico del consumo
de energia por los computadores, estableciendo empiricamente que el niimero de calculos
por unidad de energia utilizada se dobla cada ano y medio aproximadamente, regularidad
denominada ley de Koomey. Nuevamente no se trata de una ley, sino de una observacion
empirica sobre el pasado de los computadores. Si el tiempo se mide (en anos) desde el
2000, r el nimero de operaciones por unidad de energia (J):

T =r,exp(t/7,) (11.43)

Donde 7, = 107 operaciones/J y 7 = 2,2 afos. El trabajo citado no especifica qué se
entiende por operacion, lo que posiblemente se pueda asociar a una operacién de coma
flotante de doble precisién. Puesto que un ntimero en doble precisién ocupa 64 ~ 10? bits,
la energia requerida por bit procesado seria:

Cpit = 1/7’ = Jo eXp(—t/Tp)

donde j, ~ 1072 J/bit. De todos modos, el niimero de operaciones no es la tinica medida
del rendimiento de un computador.

11.9.5. El limite de Landauer

Rolf Landauer se enfocé en el problema de la destrucciéon de informacién, lo que ocurre
inevitablemente al borrar un bit.

1 E. Mollick, Establishing Moore’s Law, IEEE Annals of the History of Computing, vol. 28, no. 3,
2006, pp. 62-75.

12F] transistor fue patentado por Julius Lilienfelden 1926, pero la tecnologia de la época no permitié
su fabricacién

13 Jonathan G. Koomey, Stephen Berard, Marla Sanchez, Henry Wong, IEEE Annals of the History of
Computing, Volume 33, Number 3, July-September 2011, pp. 46-54
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Figura 11.18: Esquema del borrado de un bit.

La figura 11.18 esquematiza el proceso de borrado de un bit. En el estado inicial
la memoria, cuyo contenido desconocemos por completo, puede encontrarse con igual
probabilidad en los estados “0” o “1”, porque de lo contrario tendriamos informacién
sobre su contenido. La memoria se borra irremisiblemente al sobreescribir un cero (o un
uno). Entonces:

= El nimero de configuraciones en el estado inicial es ;= 2.
» El nimero de configuraciones en el estado final es €2y=1.

= La diferencia de entropia entre los estados final e inicial es

ASIth’le—kBlngiszlnl—kBIHQZ —kpln2 <0

Por otra parte, la 2% ley de la termodinamica establece que la entropia de un sistema
aislado nunca decrece, lo que lleva al siguiente dilema:

= O bien la 2% ley no se cumple dentro de las memorias, lo que se descarta a prior:
puesto que su validez aparece bien asentada.

= O bien no es posible borrar una memoria, lo que es contrario a la experiencia.

= O bien, el sistema no estd aislado.

Se concluye que, debido a la 22 ley, si la entropia de la memoria disminuy6 en kg In 2, la
entropia del medio aumento6 por lo menos en esa misma magnitud. Puesto que la entropia
no se puede aniquilar, esta debid crearse en la memoria y ser transferida al medio. Queda
asi establecido el limite de Landauer:

ASlbit = k}B In2 (1144)

representa la entropia minima creada al borrar un bit de memoria. La transferencia de di-
cha entropia al medio, que se encuentra a temperatura 7" > 0, involucra una transferencia
térmica desde la memoria hacia el medio:

Quvit = TAS1pit = kpT'In2 (11.45)

Q1pir representa el consumo minimo de energia al borrar una memoria y a temperatura
ambiente (300 K) asume el valor ~ 102! J. Es interesante destacar que este razonamiento
no impone limite energético al procesamiento de la informacién en si (por ejemplo, un
célculo), sino a la aniquilacién de informacién. La forma estandar de procesar la informa-
cién aniquila informacién. El lado izquierdo esquematiza de un operador légico “Y”, cuya
tabla de verdad es la indicada a continuacién.
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Entrada Salida
A B | C=AAB
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Si la salida es C' = 1 se sabe con certeza que A =1y B =1, pero si la salida es C' =0 -el
75 % de los resultados posibles- no es posible determinar los valores de A y B, por lo que
la operacién de la compuerta es irreversible y por lo tanto crea entropia.

Entrada Salida Entrada Salida
AT AT
AND c SUMA
B B C=A+B

Figura 11.19: Esquemas: izquierda, operador légico “Y”; derecha, una operacion de suma.

Otro ejemplo se muestra al lado derecho de la figura 11.19, que esquematiza una
operacion de suma: si la salida es C' es imposible determinar la entrada A y B, porque
hay infinitas combinaciones de A y B cuya suma es A + B . La operacién de suma es
por lo tanto irreversible y genera entropia.

El limite de Landauer impone por lo tanto una cota al procesamiento irreversible,
debido al requerimiento de suministrar energia para que esta “arrastre” hacia el medio
la entropia generada. Si la tendencia de Koomey continuara indefinidamente, el limite de
Landauer se encontraria cuando:

Joexp(—t/7p) = Qupit
de donde
Jo

f—rIn—Jo
P TIn 2

Calculando a temperatura ambiente, 300K, el limite de Landauer se alcanzaria hacia
el 2060.

11.9.6. Mas alla del limite de Landauer: computacion reversible

Como se mostrd en la seccién anterior, la fisica clasica noparece prever una cota al
consumo de energia asociado a los cédlculos en si, sino a la irreversibilidad asociada a
borrar las memorias. Surge entonces la duda sobre si un proceso computacional reversible
es posible, y efectivamente es concebible. A modo de ejemplo considérese la figurall.20,
que es una modificacién de la suma ilustrada en la derecha de la figurall.19.

MEn un computador real es un ntmero finito, pero enorme
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Entrada Salida

A SUMA C=A+B
Y
B RESTA D=A-B

Figura 11.20: Operacién de suma que no destruye informacion.

En este caso el calculo, al entregar tanto la suma como la diferencia, permite recuperar
la informacion de entrada, lo que corresponde a un céalculo reversible. Sin perjuicio de lo
anterior, la operacién del computador, que funciona en tiempo real, necesariamente sera
irreversible.

11.9.7. Limites impuestos por consideraciones energéticas

Si bien las consideraciones anteriores -de fnisica clasica-no involucraban la energia,
esta si aparece debido a la mecénica cuantica. Para fijar ideas, considerar un computador
de un kilogramo, que en la literatura anglosajona suele denominarse the ultimate laptop'®.

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que, siendo E la energia y t el
tiempo:

AEAt > h/2 (11.46)
h
> — .
N (11.47)

donde % es la constante de Plank h/2m ~ 10734 Js. La interpretacién es menos directa que
la relacion de incertidumbre entre coordenada y momento lineal. El término At puede
interpretarse como el tiempo minimo en que ocurre un proceso, que en este caso seria
el procesamiento de un bit. AF, en cambio, es la dispersiéon de la energia asociada al
proceso. Una cota para At se obtiene imponiendo que la dispersion de la energia sea del
orden de la misma energia, es decir AF ~ F.

h
At > —
2K

Ahora se usa la relacién de Einstein entre masa y energia, £ = mc?, donde c es la
velocidad de la la luz, con lo que:

At >

2mc?

El nimero de operaciones maximo por segundo sera el reciproco de At:

1 2mc?
At — R

15Seth Lloyd, Ultimate physical limits to computation, Nature, 406 1047 (2000).
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Suponiendo finalmente un computador cuya masa sea 1 kg, se obtiene:

1 2mc?
=<
At — h

~ 10°0 g1

Un computador podria llegar a procesar una tasa maxima del orden de 10°° bits por
segundo por kilo de CPU, lo que debe considerarse como un limite inalcanzable que, al ser
de origen fisico, no puede ser superado por ningin diseno de computador. Nétese que en
este limite extremo toda la masa del computador esta destinada a calcular, sin disponerse
de un soporte mecdnico ni unidades de almacenamiento ni entrada/salida de datos. De
hecho, existe un compromiso entre la tasa de procesamiento y la memoria disponibles,
que no serd discutida aqui'®.

Universidad de Chile. Versién beta en desarrolla202



Capitulo 12

Equilibrio entre fases

12.1. Fases

Se entendera por fase una porcion de materia con propiedades homogéneas, es decir,
que no dependen de las coordenadas. Eventualmente, algunas propiedades intensivas como
la presion o la densidad podrian variar continuamente con las coordenadas. Es el caso, por
ejemplo, de un fluido o un sélido en equilibrio termodinamico en el campo gravitatorio, en
cuyo caso la densidad y la presion son més elevadas en la parte inferior. En este capitulo
se despreciaran los efectos cuantitativos asociados al campo gravitatorio. !

e\

Agua Acelte
Una fase Una fase Dos fases
liquida liquida liquidas

Figura 12.1: Nimero de fases con liquidos inmiscibles

Para fijar ideas considerar la figura 12.1. Si se ignoran el vaso (una fase sélida) y el
aire y vapores (una fase gaseosa) y solamente se considera el contenido de los vasos, el de
la izquierda contiene una sola fase liquida, agua; el del centro una sola fase liquida, aceite;
mientras que el vaso de la derecha, al ser el aceite y agua (aproximadamente) inmiscibles,
contiene dos fases liquidas.

Lo anterior contrasta con la figura 12.2, en que los dos vasos de la izquierda contienen
una sola fase liquida cada uno, el tercero una sola fase sélida, y el de la derecha, puesto que
el alcohol y el agua son miscibles y el azicar soluble en la mezcla, una sola fase liquida.
Notese que el concepto de fase es diferente al de especie quimica, en el vaso de la derecha
coexisten tres especies quimicas en una sola fase. Si se colocara un exceso de azucar, de

!Substancias como la mayonesa, a pesar de su aspecto homogéneo, estan constituidas por dos fases
liquidas inmiscibles, en una configuracién metaestable. Hay otros casos, como la espuma que es una
dispersion de un gas en un liquido y un coloide, dispersién de un sélido en un liquido
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Agua Alcchol Aziicar
Una fase Una fase Una fase Una fase
liguida liquida sélida liquida

Figura 12.2: Numero de fases: es diferente del niimero de compuestos quimicos

modo que la solucién se saturara y parte del azicar no se disolviera, existirian dos fases
en equilibrio con tres especies quimicas.

12.1.1. Estados de agregaciéon

La materia puede encontrarse en una gran variedad de fases, siendo las méas conocidas
las asociadas con los estados de agregacién, fig. 12.3. Aunque de forma no completamente
taxativa, los estados de agregacion suelen describirse a través de las siguientes propiedades:

(a) Gases:

Llenan el recipiente.

(Generalmente) poseen elevada compresibilidad.

Las moléculas ocupan posiciones al azar (a menos que estén muy cercanas).

Esas posiciones varian rapidamente en el tiempo.

Las distancias intermoleculares estdn dadas por el azar (aproximacién que falla
al acercarse a una separacién del orden de sus propio didmetro).

(b) Liquidos:

» Poseen volumen “propio” (son poco compresibles).

Carecen de forma propia.

Las moléculas ocupan posiciones al azar.
= Las posiciones varian en el tiempo.

Las distancias intermoleculares no estan al azar: son mas bien constantes dentro
de un estrecho margen.

(c) Sélidos:

= Forma propia.
= Volumen propio (poco compresibles).

= Los atomos ocupan posiciones mas o menos fijas.
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= Vibran en torno a la posicion de equilibrio y experimentan movimientos discon-
tinuos responsables de la difusién.

o
@ o
- S
<

Sgas > Sliquido > S sélico

Figura 12.3: Incremento de entropia al pasar de solido a liquido y de este a gas

Desde el punto de vista de este curso lo esencial es notar que la entropia crece al pasar
de solido a liquido y de este a gas.

SGas>SLiquido > SSslido

12.1.2. Sdlidos cristalinos, amorfos y cuasiperiédicos

Existen varios tipos de sélido:
Cristalino: Orden regular periédico.

Amorfo o vidrio: Desordenado y, en algunos aspectos, parecido a un liquido de alta
viscosidad. Las posiciones atémicas podrian describirse como las del cuadro del centro
de la figura anterior, fijas, al azar, pero con distancias interatémicas aproximadamente
constantes.

Cuasicristalino: Orden regular no peridédico, cuya existencia se acepta desde principios
de la década de los 80. Si bien puede resultar algo dificil imaginar un orden de largo alcance
no periodico, la figura 12.4 muestra que esto si es posible.

En efecto, la figura puede imaginarse como un embaldosado a realizarse usando so-
lamente dos tipos de rombos, uno estrecho y el otro mas ancho. Una vez colocado el
primero, hay una y sélo una manera de llenar el plano con ellos sin dejar huecos, pero
no hay ninguna traslacién ni rotacién (no triviales) que haga coincidir la figura consigo
misma.
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Figura 12.4: Teselacion con un orden regular no periodico

Desde el punto de vista del orden y de la entropia el sélido monocristalino tiene la
entropia minima, seguido por el cuasicristalino (hay méas configuraciones dependiendo de
la posicién de la primera baldosa) siendo méxima la del sélido amorfo. Las dos tltimas
fases (cuasicristal y sélido amorfo) son fases metaestables, siendo el sélido cristalino la
fase termodinamicamente estable. No se conoce, no obstante, una demostracién general
para esta afirmacion. Las fases metaestables pueden tener tiempos de relajacion indefini-
damente largos: los vidrios egipcios continian siendo tales.
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12.1.3.

Fases Cristalograficas

Muchos materiales, incluyendo elementos puros, pueden existir en diferentes estructu-
ras cristalograficas con propiedades muy distintas. Un ejemplo es el carbono, con varias
fases bien definidas:

Grafito:
- - L 1
o e e »
L o - -
-» B_J -
L] Negro. -« o« & o
7 . - - _& - >
» Conductor eléctrico. S5
L L SO S
£ o
- E. -
= Blando, se exfolia en laminas. o
- »

Diamante: Ver fig. 12.6.

Transparente.

Muy buen aislador eléctrico.

Estructura: plano de anillos hexagonales

unidos débilmente entre Si, ver ﬁg 12.5. Figura 12.5: Estructura bidimensio-

Barato. nal del grafito.

Muy duro.

Estructura: red tetrahédrica. Figura 12.6: Estructura tridimen-
sional del diamante.

Caro.

Fullereno o Futboleno: Ver fig. 12.7.

Aislante, las impurezas lo hacen supercon-
ductor.

Esferas duras independientes (rodamientos
ideales).

Estructura: Cgg, poliedro cuyas caras son

hexagonos y pentagonos con atomos de car-
bono en los vértices. Figura 12.7: Molécula de fullereno.

Carisimo.

En general los sélidos tienen varias fases diferentes que dependen de la temperatura y
la presién (existe una decena de formas de hielo, incluso hielo caliente a poco menos de
100°C).
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12.1.4. Orden-desorden

El latén-5 es una aleacién que contiene un 50 % de atomos de C'u y un 50 % de dtomos
de Zn, que se pueden ubicar en los vértices o en los centros de la red indicada en la figura.
La aleacion puede encontrarse en varios estados macroscépicos diferentes:

Figura 12.8: Estructura ordenada del latén

(1) Completamente ordenada, como en la figura 12.8: los dtomos de C'u en los vértices

y los de Zn en los centros (o exactamente al revés).

(11) Completamente desordenada: los dtomos de Cu y de Zn indistintamente en los

vértices o en los centros.

(111) Parcialmente ordenada: una fraccién x de los atomos de C'u en los vértices y el resto

en los centros.

El sistema (latén /) se puede describir por el pardmetro de orden x.

Dentro de la misma clase se encuentra una transicion de
fases bastante espectacular: la superconductividad. Los meta-
les poseen resistencia eléctrica, lo que significa que se disipa
energia cuando circula una corriente eléctrica (efecto Joule).
En algunos metales la resistencia eléctrica desaparece por com-
pleto por debajo de una cierta temperatura de transicion 7,
como muestra la figura 12.9. La superconductividad desapare-
ce también por efecto de un campo magnético intenso o una
corriente elevada.

El descubrimiento de la superconductividad data de 1911,
cuando Kammerling Onnes enfrié una muestra de mercurio con
helio liquido. Las aplicaciones practicas de la superconductivi-
dad estan limitadas por las bajas temperaturas necesarias para
alcanzar este estado, como lo indica la tabla 12.1. Uno de los
usos mas difundidos es en medicina, donde el intenso campo
magnético usado en la tomografia de resonancia magnética nu-
clear es generado por imanes superconductores enfriados con
helio liquido.
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Tabla 12.1: Temperaturas de transicion superconductoras

Material Temperatura critica | Ano

Hg 415 K 1911
YB(IQOU3O7_I 92 K 1987
HgBCLgCaQO’LL3Os+z 130 K 1993
Hg—Tl—Ca— Ba—Cu—0 139 K 1995

Muy similar, desde el punto de vista termodindamico, es la transiciéon superfluida del
helio (IV) a 2,17 K. Por encima de esta temperatura el helio es un liquido normal. Por
debajo es un superliquido, liquido superfluido en el que se anula la viscosidad, con varias
consecuencias notables:

= Una cuchara revolviendo una taza de helio superfluido no lo arrastrara en su movi-
miento.

= Al revés, si el liquido se hace girar en su estado normal (7" > 2, 17K) y se enfria por
debajo de esa temperatura rotando, permanecera rotando indefinidamente.

= El helio encerrado en una taza trepara por las paredes y se derramara hacia el
exterior, hasta que el nivel (altura) del liquido sea igual por ambos lados.

12.1.5. Otras fases

Existen muchas otras fases y transiciones entre ellas:

Ferromagnética a paramagnética.

Ferroeléctrica a paraeléctrica (asociado a una transicién cristalogréfica).

Ordenamiento de cristales liquidos bajo un campo eléctrico externo.

Sistemas bidimensionales (capas adsorbidas en superficies, estructura superficial,
etc.)

12.1.6. Transiciones de fase

En los ejemplos anteriores se muestra que las propiedades de muchos sistemas fisicos
cambian apreciablemente frente a la variacién pequena de un pardmetro externo (tempe-
ratura, presiéon, campo magnético). Se dice que un sistema experimenta una transicion
de fase si alguna de sus propiedades cambia discontinuamente frente a la variacion de un
parametro intensivo.
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12.2. Transiciones de fase de primer orden

12.2.1. Definicion

Para fijar ideas, considerar la transiciéon de liquido a sélido. Empiricamente se sabe
que se puede tener o bien agua liquida, o bien hielo o bien una mezcla de los dos a presion
atmosférica y 0°C' (273,15 K). Sin embargo, la entropia de las fases es diferente. Se dird
que una transicién de fase es de primer orden si la entropia es discontinua con respecto a
un pardametro intensivo. En este caso, hay solamente hielo si (T' = 273,15 — ¢ K, Pym) ¥y
solamente liquido, de mayor entropia, si (T = 273,15 + ¢ K, Py,,). Entonces la entropia
es una funcion discontinua de la temperatura.

12.2.2. Calor latente o entalpia de transicion

Considerar nuevamente el caso de la transicién hielo-agua liquida. La experiencia in-
dica que para fundir el hielo es necesario calentarlo, es decir, entregarle energia térmica-
mente. Por otra parte, si la transiciéon se realiza de modo reversible, la entropia transferida
al sistema satisface dS = ¢/T. Como AS = Sqgua — Shieto > 0, ¥ la transicién ocurre a la
temperatura fija T' = 273,15 K, se cumple:

qp Qtransicién A}[transicién
A pr— pr— —_— = pr—
S / ds / T T T

Puesto que AS # 0, debe ser Qyransicisn 7 0, conforme con la evidencia empirica. Qransicion
se denomina calor latente de la transicién, y como esta ocurre a presion constante el calor
coincide con la entalpia AH, expresion que se prefiere en general. Usualmente se refiere a
la unidad molar h = A Hyansicion/V, donde v es el niimero de moles. Nétese que la entalpia
de transicién depende de la temperatura h = h(7).

12.2.3. Transicién liquido-vapor a temperatura constante

Considerar el experimento pensado de la la figura 12.10. El sistema liquido + vapor estéa
separado de la atmédsfera por medio de un piston ideal, pero las paredes son diatérmicas,
por lo que su temperatura es constante. Supéngase que el émbolo se empuja hacia abajo
(con el dedo, por ejemplo), en un intento por aumentar la presién. La experiencia indica
que esto no ocurre: la disminucién forzada del volumen conduce a que una parte del
vapor pase a la fase liquida, de modo que la presion sigue siendo constante e igual a la
atmosférica, por lo que la transicion ocurre a presion constante.

Lo anterior es una evidencia empirica que se generaliza afirmando que “fijar la tempera-
tura implica fijar la presion de la transicién”. En otras palabras, la evidencia experimental
indica que si las dos fases coexisten en equilibrio, no se puede fijar independientemente
la presién y la temperatura: el hecho de fijar una fija la otra, cosa que no ocurre en siste-
mas que consisten de una sola fase en los que es posible fijar la temperatura y la presion
independientemente.
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T=cte

Patm

Patm

Liquido

——
Se empuja el émbolo

Figura 12.10: Respuesta del liquido en equilibrio con el vapor frente a un cambio de
volumen a temperatura constante

12.2.4. Transicion liquido-vapor a presién constante

Considerar ahora el calentamiento isobarico desde la fase liquido hasta la fase vapor,
como se representa en la fig.12.11. Empiricamente se sabe que, al calentar el sistema hasta
inmediatamente por debajo de la temperatura 7., llamada “de ebullicién”, éste perma-
nece en la fase liquida®. Al alcanzarse la temperatura de ebullicién, el liquido empieza a
evaporar coexistiendo liquido y vapor. En este momento, el calentamiento no aumenta la
temperatura del sistema: la energia suministrada se “invierte” en pasar liquido a vapor.
Mientras coexisten liquido y vapor la temperatura es constante e igual a T.. Una vez
que todo el liquido se evaporo, el calentamiento ulterior si aumenta la temperatura del
sistema. Luego, al fijar la presion, se fija también la temperatura de la transicién.

T>Tc
TTe T-Te |—
- GAS GAS
Liquido 7 fquido
Calentamiento
e

Figura 12.11: Transicion liquido-vapor a presion constante

Puesto que el proceso es isobarico, se puede poner
AFE = Qtransicién — PAV
A(E + PV) = Qtransicién

AHtransicién - Qtransicic’m

2En el caso de un recipiente abierto, como una olla, hay evaporacién importante. Este experimento
pensado se realiza en un recipiente aislado de la atmosfera.
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y se habla de entalpia de transicién.

12.2.5. Curva de equilibrio de fases en el plano PT

De lo discutido anteriormente se desprende que en una transicién de fases solamente
es posible fijar o bien la temperatura o bien la presién, pero no ambos a la vez. En ese
caso queda fijada la presion, lo que significa que en la transicién la presién determina la
temperatura de la transicion, o al revés. Generalmente se expresa la presién en funcién de
la temperatura, definiéndose una curva P = P(T), llamada curva de equilibrio de fases.
Puntos del plano PT que caen fuera de la curva consisten en estados de una sola fase.

Nota: en el caso de los procesos reales, éstos no ocurren necesariamente a presion y
temperatura constantes. Solamente se puede afirmar que, si se fija uno de estos parametros,
el otro queda determinado.

12.2.6. Transicién liquido-vapor en el plano Pv: punto critico

Observaciones empiricas (v es el volumen molar)

(a) Para cada gas existe una temperatura 7,, llamada critica, por encima del cual es
imposible licuarlo, sea cual sea la presion que se le aplique. De este modo las isotermas
T > T, representan siempre estados del gas como fase tnica.

Equilibrio L-v

1,2
11

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0.1

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5

(b) Bajo T,, a presion suficientemente baja, la substancia se encuentra en la fase gaseosa.
Esta fase se llama “vapor”. Si se aumenta la presiéon a temperatura constante, se
alcanza un valor al cual el vapor se empieza a condensar, coexistiendo vapor y liquido
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en equilibrio. En estas condiciones el vapor se llama vapor saturado y el liquido liquido
saturado. Mientras coexisten liquido y vapor, cualquier intento de reducir el volumen
(a T = cte) se traduce en transicién desde el vapor al liquido, manteniéndose el
sistema a presion constante.

(¢) Cuando todo el vapor se ha condensado, un ulterior intento de reducir el volumen
se traduce en un gran aumento de la presion, debido a la escasa compresibilidad del
liquido.

(d) EI punto critico: ndtese que en la zona interior a la “campana” de la figura coexisten
liquido y vapor, y que la isoterma critica T, es tangente a la cuspide de la campana.
La presién en ese punto se denomina presion critica P. y el volumen molar, volumen
critico v.. Ese punto, llamado punto critico, es singular, en el sentido que:

= En el punto critico desaparece la diferencia entre vapor y liquido.
= El volumen molar y, por lo tanto, la densidad del liquido y vapor, son iguales.
= Se anula la entalpia de evaporacion.

= Se anula la tension superficial. Esto significa que, por ejemplo, a medida que una
gota de liquido se acerca al punto critico, la energia para dividirla en fragmentos
mas pequenos desaparece, por lo que este fenémeno ocurre espontaneamente,
dando lugar a la aparicion de gran cantidad de pequenas gotas, microscopicas,
originando turbiedad en el sistema, fenémeno conocido como opalescencia critica.

= No hay punto critico para las transiciones sélido-liquido o sélido-vapor, ya que
éstas son siempre discontinuas.

12.3. Ecuacion de Clapeyron

12.3.1. Equilibrio entre fases

El equilibrio entre dos fases (y equilibrio quimico en general) entre dos sistemas cons-
tituidos por uno o mas componentes quimicos consiste en que a cada componente quimico
“le de lo mismo” estar en un sistema o en el otro (es una condicién necesaria). Si no fuera
asi, habria una corriente de materia de un sistema al otro y, por definicién, no estarian
en equilibrio.

Podria pensarse que eso significa que la concentracién del componente quimico de-
biera ser la misma en los dos sistemas, pero un simple ejemplo muestra que no es asi.
Considérese un frasco tapado parcialmente lleno de agua. El agua se evaporara hasta que
esté en equilibrio con el vapor. Sin embargo, las densidades (y por lo tanto la concentra-
cién, numero de moléculas por unidad de volumen) son diferentes, siendo la del liquido
sensiblemente superior a la del vapor. En equilibrio el nimero de moléculas que abandona
el liquido para pasar al vapor es igual al nimero que recorre el camino inverso, por uni-
dad de tiempo. Esto significa que energéticamente cuesta lo mismo poner una molécula
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adicional en el vapor o en el liquido, luego

or _(oF
aN V.S liquido N 8N V.S

La magnitud que debe ser igual en ambos lados coincide con la definicion de potencial
quimico segun la ec. (9.6) para un solo componente, luego, la condicién de equilibrio es

vapor

liquido vapor

Si bien esta relacion se refiere al potencial quimico por particula, también se cumple para
el molar y el masico. Usando ahora la ec. de Euler (9.54)
H=4g

se concluye que la condicion de equilibrio para una substancia en dos fases diferentes “1”
y “27 es:
91(P.T) = g2(P.T) (12.1)

en equilibrio se deben igualar las funciones de Gibbs molares.

12.3.2. Funcidon de Gibbs

Una manera diferente de llegar a la misma conclusién anterior es recordar que
G=FE+PV-TS
dG =VdP — SdT

Si la transicion de fase ocurre a presién y temperatura constantes, entonces dG = 0
(lo que significa que la funcién de Gibbs molar de ambas fases es igual). Sea

Gi(P, T)
v

gi(P7 T) =

donde v; es el nimero de moles de la fase 7. Sean z la fraccién molar de la substancia en
la fase 1, y (1 — x) la fraccién molar de la fase 2. Entonces la funcién de Gibbs (molar)
del sistema completo sera:

g=zq(P,T)+ (1 —2)g:(P,T)

Si P = ctey T = cte, la condicién de extremo para g (dG = 0) expresada como funcién
de x conduce entonces a:
gl(P7 T)ng(P’ T) =0

“Durante la transicion las funciones de Gibbs molares de ambas fases son iguales” o “dos
fases en equilibrio deben tener el mismo valor de la funcion de Gibbs molar”

12.3.3. Ecuacion de Clapeyron para transiciones de primer or-
den
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Considerar la curva de equilibrio de fases en el plano PT,
y dos puntos préximos sobre ella: (P,T)y (P+ AP, T+ AT). Equilibrio de fases

Se quiere derivar la pendiente de la curva. La condicién de- 9P o)

rivada en la seccion anterior debe cumplirse en ambos puntos, i

es decir: 0:PT<GH(PiT)
9(P.T) = g2(P,T) P

Y P

g1(P+ AP, T+ AT) = go(P+ AP, T+ AT) AN
o, restando: " wPm e
G (P+AP, T+AT)— (P, T) = go(P+AP, T+AT)go( P, T) LRk

Figura 12.12: Derivacion
de la ec. de Clapeyron

dg1 g1 (992 992
(8P)TAP+<8T>PAT_<8P TAP+ o7 PAT (12.2)
dg = vdP — sdT

donde v y s son volumen y entropia molares. Entonces

@ @ e

con lo que la ec. (12.2) queda:
'UlAP - SlAT = UQAP - SQAT

si se desarrolla en serie de Taylor a primer orden se obtiene:

pero

Luego, la pendiente de la curva de equilibrio de fases es
AP P s—s A
AT dl' vy —v; Av
donde As y Aw son los cambios de entropia y volumen molar en la transicién de fases.

Finalmente, As = ,_% donde h(T) es la entalpia de la transicién, con lo que la pendiente
de la curva de equilibrio de fases queda:

dP  h(T)

T = ThAy ecuacion de Clapeyron.

Liquido-vapor: el vapor siempre tiene mayor volumen que el liquido, luego Av > 0y
la pendiente de la curva es siempre positiva. Esto significa que un aumento de la presion
induce un aumento de la temperatura de ebullicién, fenémeno usado en la olla a presion.

Sélido-liquido: generalmente el liquido tiene mayor volumen que el sélido y la curva
también tiene pendiente positiva. Una excepcién importante es el hielo: el agua aumenta
su volumen al congelarse, por lo que la pendiente es en este caso negativa: un aumento
de presion disminuye la temperatura de fusion, al revés de lo que ocurre en la mayoria de
los materiales. Esto genera una capa liquida entre un sélido fuertemente presionado sobre
el hielo y éste, lo que hace su superficie resbaladiza.
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12.3.4. Aproximacion de Clausius-Clapeyron

La curva de equilibrio PT no se ha medido para todas las substancias. La proximacién
permitird estimar P(T") si se conoce algunos puntos de la curva.

Supuesto 1: h(T) no depende de T', lo que es buena aproximacién para intervalos redu-
cidos de temperatura. Falla cerca del punto critico, donde h se anula.

Supuesto 2: Se desprecia el volumen de la fase condensada frente al del vapor (falla por
completo cerca del punto critico).

Supuesto 3: El vapor saturado se describe con la ecuacion del gas ideal, aunque se sabe
que los gases se apartan del comportamiento ideal precisamente cuando
estan en equilibrio con el liquido.

Entonces

(1) AV = Vyopor
(2) Pvyapor = RT
con lo que:

dP _ hP
dT  RT?

dP h
P (RT2) ar

de donde se sigue que

usando h = cte, se puede integrar:

h
InP = —ﬁ—kcte

o equivalentemente
__h
Pvapor = Poe RT

que predice la presién del vapor en equilibrio con la fase condensada (liquido o sélido).

12.3.5. Humedad relativa

Es un parametro que mide la capacidad de la atmodsfera para aceptar agua, sin con-
densacion. Si la presion de agua a cierta temperatura iguala a la presion del vapor en
equilibrio con el liquido, se produce condensacion. Esto justifica la definicién:

PH2 O'real
PY(T)’

Humedad relativa( %) = 100

donde PS(T) es la presién del vapor de agua en equilibrio con el liquido, también llamada
presion de vapor saturado, mientras que PH256‘” es la presion parcial del vapor de agua en

el aire (que es proporcional a la fraccién molar del agua en el aire) y, a una temperatura
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dada, puede variar desde 0 (aire muy seco) hasta P¢(T), aire saturado de humedad (sin
perjuicio de la existencia de estados metaestables, seccién 12.5). La misma cantidad de
agua en la atmoésfera, dada por PH256“Z, puede originar diferentes humedades relativas
dependiendo de la temperatura.

El informe del tiempo suele proporcionar la humedad relativa (y no la absoluta),
porque es la relativa la que percibimos. El calor seco se caracteriza por una baja humedad
relativa, la transpiracién se evapora rapidamente y debido a la elevada entalpia molar
de evaporacion del agua refresca la piel; en condiciones de baja humedad relativa la ropa
tendida se seca rapidamente; la sensacién de calor hiimedo se asocia a humedades relativas
altas en las que la transpiracién no se seca y no refresca, experimentandose sensacion de

agobio, la ropa colgada no se seca, etc.

12.3.6. Punto de rocio

El punto de rocio es aquella temperatura a la cual partiendo de las condiciones am-
bientales (temperatura y humedad relativa) la humedad relativa alcanzara el 100 % y el
agua empezara a condensarse.

12.4. Numero de fases en equilibrio

Anteriormente se vio que la coexistencia de dos fases se da solamente a lo largo de
una curva en el plano PT, definida por la condicién ¢;(P,T) = go( P, T). Esto significa
que, si bien el sistema tiene dos grados de libertad (P y T), estos se reducen a uno solo
si coexisten dos fases.

Del mismo modo, si coexisten tres fases diferentes en equilibrio (punto triple) la co-
existencia de las tres fases impone:

gl(P7 T) = g2<P7 T) gl(P7 T) = 93(P7 T)

sistema de ecuaciones que equivale a la interseccion de dos curvas y corresponde a un
punto: tres fases coexisten en equilibrio solamente en un punto. Nétese que si se impone la
coexistencia de cuatro fases en equilibrio, el sistema de tres ecuaciones y dos variables (P y
T') queda sobredeterminado, por lo que una substancia pura carece de puntos cuddruples:
no pueden coexistir cuatro fases en equilibrio (pero si podrian hacerlo fuera del equilibrio).
La regla de las fases extiende estos resultados.

12.4.1. Regla de las fases de Gibbs

Los razonamientos anteriores se pueden generalizar al caso en que el sistema consta

de:
= ¢ componentes quimicamente independientes.

= f fases diferentes en equilibrio.
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El problema es determinar de cudntos grados de libertad, es decir, el nimero n de
variables, dispone el sistema. Sea z; ; la fraccién molar del componente i-ésimo, i = 1, ..., c,
en una fase dada, la j—ésima. Cada uno de los ;; es un grado de libertad, para cada
fase, lo que arroja un total de c¢ - f variables, ademéas de la presién y la temperatura,
es decir ¢ - f 4+ 2, pero no todas son independientes porque debe cumplirse dos tipos de
restricciones.

= La primera restriccién es que la suma de las fracciones molares en cada fase debe
ser la unidad, luego:

T1,1 + T21 + el = 1
x1,2 + X292 + L2 = 1

f filas

Tifp+Top+ .2 p=1

Se trata de f ecuaciones que reducen el nimero de variables a cf+2—f = (c—1) f+2.

= Ahora se impone la condiciéon de que existan f fases diferentes en equilibrio. En-
tonces, para cada componente quimico independiente 7, su funcion de Gibbs molar
debe ser igual en todas las fases:
(f-1) ig;ualdades

rgl,l =02=..= 91,;
9217 922 = e T 921 ¢ filas, una para cada componente quimico
9el = Ge2 = .o = Yo, f
Aqui hay (f — 1)c restricciones, que reducen el nimero de variables independientes
a
n=(c—1)f+2—(f—-De=cf—f+2—cf+c
0

n=c—f+2 (12.4)

expresién conocida como regla de las fases de Gibbs. *

Un ejemplo es el ya estudiado sistema de un solo componente, ¢ = 1. Entonces n =
3 — f. Si coexisten dos fases, f = 2, hay un solo grado de libertad, lo que significa que
solamente se puede elegir, por ejemplo, la temperatura. Si coexisten tres fases f =3 y el
niumero de grados de libertad es 0, por lo que no se puede elegir ni la temperatura ni la

3La regla de las fases n + f — ¢ = 2 tiene la misma forma que el teorema de Euler para poliedros
v —a -+ c =2, donde v es el nimero de vértices, a el de aristas y c el de caras, pero parece no haber
una relacion entre ambos. Notese que no tiene sentido un ntimero nulo de vértices o de caras, pero
s{ lo tiene que el nimero de grados de libertad se anule. Ver, por ejemplo, https://divisbyzero.
com/2009/02/02/gibbs-phase-rule-and-eulers-formula/, y http://pubs.acs.org/doi/pdfplus/
10.1021/ed039p512
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presion, estas estan fijadas por las propiedades de la substancia. Si se impone f = 4 se
obtiene un nimero negativo de grados de libertad, lo que no tiene sentido y significa que
no pueden coexistir cuatro fases de una substancia pura en equilibrio.

Otro ejemplo es determinar el niimero maximo de fases que puede coexistir en equili-
brio en un sistema de ¢ componentes. Este se obtiene cuando n = 0, o sea f = ¢+ 2.

12.4.2. Teorema de Duhem

Si los ¢ componentes quimicos del sistema reaccionan a través de r reacciones quimi-
cas, cada una de ellas estd asociada a una ecuacion de equilibrio quimico, lo que da r
restricciones adicionales. En este caso la regla de las fases de Gibbs se generaliza a:

g=c—f—-r+2

Noétese que se reduce a la relaciéon de Gibbs si se interpreta (¢ — r) como el nimero de
componentes independientes.

12.5. Estados metaestables

Toda la discusién anterior se refiere a estados de equilibrio estable. Con cierta fre-
cuencia se observa que una substancia en una cierta fase, para fijar ideas, liquido, existe
en dicha condiciéon a una temperatura y presién en que debiera ser solido. Posiblemente
la experiencia doméstica mas comun es colocar liquidos en el congelador. Al extraer una
bebida sobreenfriada del refrigerador, destaparla e intentar verterla en otro recipiente, se
encuentra que solo se obtiene una escasa cantidad de liquido, quedando el resto como hielo
dentro del recipiente. La explicaciéon es que el recipiente contenia liquido sobreenfriado
en un estado metaestable y el hecho de extraerlo, destapar la botella e intentar verterlo,
entrega la energia de activacién necesaria para que el sistema evolucione a la situacion
estable, en la que coexisten hielo y agua.

Ya mas en general, la materializacién de una transicion de fase estd sujeta a una
limitacion cinética. Asi, por ejemplo, la condensacién de un vapor requiere de colisiones
entre las moléculas, necesarias para generar una gota estable (llamada supercritica), lo que
puede requerir un tiempo largo en un sistema adecuadamente preparado. En la practica,
la condensacién de un vapor se inicia sobre particulas en suspensién (polvo) o sobre
las paredes del recipiente. De modo similar es posible tener liquido sobrecalentado, sélido
sobrecalentado, liquido sobreenfriado, etc. La fusién de los sélidos se inicia en la superficie,
ya que las moléculas en esa region estan menos fuertemente ligadas. Hace ya anos que
se logré sobrecalentar sélidos por el expediente de envolver pequenas particulas con un
material de mayor temperatura de fusion.

Ejemplo: un vaso de agua en el refrigerador se sobreenfria hasta Ty = —18°C, que es la
temperatura del congelador. Al sacarlo, se agita ligeramente y evoluciona hasta el estado
de equilibrio. Se pide determinar la fraccién de hielo y agua liquida en el estado final, la
temperatura final, y el cambio de entropia del sistema.
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dVi=-dV2

P ® Po
- dV2=4nr3dr

Figura 12.13: Incremento de presion en el interior de una gota.

12.5.1. Efectos de la tensién superficial

La discusién sobre transiciones de fase ignoré la existencia de una interfaz entre las
fases, la que tiene asociada una energia interfacial a, de modo que el medio realiza un
trabajo ws = adA sobre el sistema al incrementar su area en dA. La transicién de fases
conlleva la formacion de una superficie entre ellas, a la que se asocia una energia interfacial
que fue ignorada hasta ahora y produce varios efectos que se discute en esta seccién.

12.5.2. Ecuacion de Laplace-Young

Considerar primero el efecto sobre la presion interna del sistema. Para esto véase la
figura 12.13, que representa una jeringa con una aguja, en cuyo extremo existe una gota
esférica de radio r. Puesto que la gota, debido a la tension superficial, tiende a reducir
su volumen, para mantenerla es necesario que el liquido al interior de la burbuja y de la
jeringa se encuentre a una presion P;,; mayor que la atmosférica P,. Ahora se considera
un proceso cuasiestatico en que se empuja el émbolo de modo que el radio de la gota crece
a r + dr, con lo cual su volumen se incrementa en dVy = 4mwr?dr (porque el volumen de
una esfera es 4713 /3) y su drea en dA = 8wrdr (porque el drea de la superficie esférica
es 4mr?). El liquido se supone incompresible, lo que es bastante realista, por lo que el
volumen dV; barrido por el émbolo debe ser igual y de signo contrario al incremento de
volumen de la gota: dV; = —4mr?dr. Se concluye que el trabajo volumétrico (o trabajo
PdV) realizado por el medio sobre el liquido es:

Wpay = — zntd‘/l - PodVv? = (Pint - P0)47TT2d7“ (125)

Desde el punto de vista energético, el trabajo se invierte en incrementar la energia super-
ficial en adA = a8mrdr *. Luego debe ser:

(Pint — P,)4dmr?dr = 8mardr (12.6)
Py — P, =2a)r. (12.7)

Este resultado se conoce como ecuacion de Laplace-Young.

4Una manera de visualizar esta igualdad es asimilando la gota con un resorte en el que se almacena
energia potencial 4ar?
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Figura 12.14: Las moléculas en la superficie de una gota muy pequena estan menos fuer-
temente ligadas que las de una supeficie plana.

12.5.3. Presion de vapor de una gota

Como ilustra la figura 12.14, una molécula que se encuentre en la superficie de la
interfaz liquido-vapor interactia con las que se encuentran en sus proximidades en el seno
del liquido. Si la superficie tiene una curvatura apreciable, como en una gota, el nimero
de moléculas con que interactia la molécula superficial es menor que en el caso de la
interfaz plana, estd menos fuertemente ligada al liquido y puede escapar més facilmente
del liquido, concluyéndose que la presiéon de vapor de equilibrio P.,(r) con el liquido es
mayor que la correspondiente a la superficie plana P, que es la que se consider6 en las
discusiones anteriores. La derivacion de la relacién entre ambas presiones escapa al marco
de estos apuntes, pero se cita el resultado para gotas pequenias (suponiéndose que el vapor
se comporta como ideal):

In

P eq(r) U ( «
— Y (P (r)=P° + 2-) : 12.8
Pé)q RT Q(T) eq r ( )
donde v; es el volumen molar del liquido. En el caso de gotas pequenas, esta expresion se
aproxima a la ecuacion de Kelvin para las gotas:

Pey(r)  2u
Po RTr
El grafico 12.15 muestra que dicho efecto solamente es significativo a escala nanométri-

ca. Es conveniente destacar que ambas ecuaciones (12.7) y (12.9) son vélidas para valores

negativos de r, lo que se interpreta como curvatura negativa asociada a un menisco, como
el que se forma en un capilar.

In (12.9)

12.5.4. Vapor sobreenfriado

Considerar ahora 1, moles de vapor saturado, es decir, a punto de empezar a conden-
sarse el a la fase liquida. Esto significa que, si g1(P,T') es la funcién de Gibbs molar del
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Presion de vapor en funcién del radio

—— P\(1)/Po gota

== burbuja

15

PYT=25°C)/P0(25°C)

1 10 100 1000

radio (nm)

Figura 12.15: Presion de vapor en funcion del radio de una gota o burbuja.

P, T ctes

Figura 12.16: Gota virtual de radio r en un vapor sobreenfriado.

liquido y g2( P, T) la del vapor, se cumple g;(P,T) < g2(P,T'). Para fijar ideas el vapor se
imagina en el interior de un cilindro de paredes diatérmicas en contacto con una fuente
térmica, separado del medio por medio de un émbolo ideal de masa despreciable que lo-
mantiene a presion atmosférica: en breve, el vapor se encuentra a presién y temperatura
constantes. Si empieza a condensar (por haberse desplazado el émbolo ligeramente hacia
abajo) se formard una gota en el seno del fluido, como indica la figura 12.16. Si el nimero
de moles de liquido es v, entonces

M P1 ‘/gota P147T 3
V= = = T, 12.10
M, molecular Mmolecular 3Mmolecular ( )

donde M,,oiccuiar €S la masa molecular de la substancia, p la densidad de la fase liquida y
473 /4 es el volumen de una gota de radio r. La funcién de Gibbs total del sistema debe
ahora considerar las contribuciones de:

1. La funcién de Gibbs de los v, — v moles en la fase vapor.

2. La funcién de Gibbs de los v moles en la fase liquida.

3. La energfa asociada a la tensién superficial a4rr?, que es el término que se habia
ignorado anteriormente:
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Figura 12.17: La funcién de Gibbs crece hasta un radio critico para decrecer después.

G=W,—V)g2+rg+ admrr? (12.11)
4
= Vog2 — (92 — gﬂm?ﬁ + admr? (12.12)

Si no existiera tension interfacial, la funcion de Gibbs serfa una funcion mondétonamente
decreciente del radio de la gota, por lo que su minimizacién (condicién de equilibrio) se
obtendria aumentando indefinidamente el radio r de la gota. Fisicamente esto significa
que la transicién de fases de vapor a liquido se iniciaria espontaneamente. Por el contrario,
el signo positivo de la tension superficial hace que, a valores pequenos del radio, la funciéon
de Gibbs aumente con el tamano de la gota, por lo que su minimizacién ocurre llevando el
radio r a cero como en la grafica 12.17. La funcién de Gibbs del sistema tiene un maximo
si el radio alcanza el valor:

2w

Te = ’

p1(g2 — g1

denominado radio critico. La gotas que se formen espontaneamente con radios inferiores
al critico son inestables y se reevaporaran, mientras que las de tamano superior seguiran
creciendo indefinidamente hasta que todo el vapor pase a liquido. Puesto que la formacion
de las gotas es un proceso aleatorio que depende de las colisiones moleculares, tarde o
temprano alguna gota superard el tamano critico y se producira la trancisién de fases.
Si el experimento de sobreenfriamiento se lleva a cabo con cuidado, el sistema puede
permanecer como vapor sobreenfriado por un periodo considerable (dias).

Si se revisa el razonamiento anterior, en ninguna parte se ocupé el hecho que la fase
1 fuera el liquido y la 2 el vapor. Puede invertirse los papeles para describir un liquido
sobrecalentado, en cuyo caso la gota es realmente una burbuja. Més aun, el razonamiento
se aplica igualmente a la transicion sélido-liquido o cualquier otra, por lo que es general.
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12.5.5. Visién microscépica de la sobresaturacion del vapor

— -0
9
o— —0

Figura 12.18: Por conservacién de energia la colision de dos moléculas no conduce a un
estado ligado.

La visién microscopica permite asimilar de manera mas intuitiva los procesos condu-
centes a la condensacién de una fase y la existencia de la fase sobresaturada. En el caso
del vapor, a primera vista pareciera que la conformacién de una microgota se inicia con
la colisién de dos moléculas en la fase vapor para formar una protogota constituida por
dos moléculas, la que seguiria creciendo. Como se vera, eso no ocurre. Considerar la figura
12.18. Si las dos moléculas se encuentran inicialmente separadas, es porque tienen energia
suficiente para superar la energia de atraccién entre ellas que les permitiria formar un es-
tado ligado. Debido a que la colisién conserva la energia, esta situacion se mantiene antes
de, durante, y después de la colisién, cuando las moléculas disponen de energia suficiente
para separarse y lo hacen. Se concluye que una colisién de dos moléculas de vapor es
msuficiente para condensar a la fase liquida.

Se desprende que para que la formacién de una protogota se requiere de una colisién
de tres moléculas, como se indica en la parte superior izquierda de la figura 12.19, evento
de mucho més baja probabilidad, la que aumenta al aumentar la densidad del vapor y
por ende su nivel de sobresaturacién. Sin embargo, no cualquier colision es apropiada.
Si el sistema de tres moléculas dispone de energia suficiente para que estas sean libres
(no formen un estado ligado) antes de la colision, siguen disponiendo de ella después y
el sistema en general vuelve a disgregarse como se muestra en la parte superior derecha
de la misma figura. La formacién de un estado con dos moléculas ligadas requiere de una
colisiéon de tres cuerpos muy particular: debe ser tal que el exceso de energia se lo lleve
la molécula del lado derecho dejando a las otras dos en el estado ligado, proceso aun mas
improbable.

La formacion de esta protogota de dos moléculas no asegura la condensacién: puede ser
inestable frente a la colision con una tercera molécula que pueda tener energia suficiente
para disociar la protogota. Extrapolando se encuentra que una protogota de n moléculas,
denominada nucleo, puede ser estable o inestable frente a la colisién con una molécula
individual. A medida que el tamano crece, se hace mas estable, hasta que alcanza un ta-
mano critico en el cual la probabilidad de decaer o crecer absorbiendo a la nueva molécula
son iguales. Un niicleo mas grande se denomina supercritico y tiene mayor probabilidad de
crecer que de decaer. La figura 12.20 ilustra el comportamiento de un nticleo supercritico:

Universidad de Chile. Version beta en desarrolla224



a) Antes b) Después
no ligado
?
— P9 O—

Figura 12.19: Colision de tres particulas que puede o no conducir a un estado ligado.

c) Después ligado

- O

Figura 12.20: Comportamiento de un niicleo supercritico frente a una colision.

en general crece absorbiendo moléculas individuales y, eventualmente, chocando con otros
ntcleos.

En sintesis, la formacion de una microgota estable requiere de procesos intermedios
altamente improbables, por lo que su ocurrencia estd asociada a fluctuaciones y puede
transcurrir un tiempo largo (dias enteros) antes de que el vapor sobresaturado condense a
la fase liquida. Nétese que esta condicion deja de ser efectiva en presencia de una superficie,
puesto que si una molécula se adhiere a la misma es mucho mas facil (mds probable) que
la colision de una segunda molécula en el mismo lugar u otro muy préximo dé lugar a
la formacion de la protogota adherida a la superficie. Generalmente la condensacién se
producira sobre la superficie, como ocurre en un dia muy hiimedo en que la humedad se
condensa sobre las paredes de los edificios, arboles y plantas.

12.6. Transiciones de Fase de Segundo Orden

Las transiciones de fase de primer orden se definen como aquellas en que la entropia de
la substancia es discontinua. La transicion de segundo orden es aquella en que la entropia
es continua a través de la transicién, pero su derivada no, es decir, S(P,T) es continua

, <y a8 . a8 .
en T a través de la transicién, pero ( 8T) p 1o lo es. Puesto que C), = T ( aT) p »dichas
transiciones se detectan como una discontinuidad en la capacidad térmica a presion cons-

tante. Estas transiciones son mas suaves que las de primer orden. La entropia molar de
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transicion es As = 22, donde h, y T, son la entalpia y la temperatura de la transicién.
Puesto que As =0 en la transicién de 2° orden, también lo es h,, por lo que dichas tran-
siciones ocurren sin intercambio de calor con el medio (o “el calor latente de la transicién
es cero”).

Este tipo de transiciones ocurre en la practica y es importante. Ejemplos son la
transiciéon superconductora en ausencia de campo magnético, la transicion entre helio
liquido normal y superfluido, etc. Notese que la transicion liquido-vapor es de primer or-
den, excepto en el punto critico, donde es de 2° orden. La transicion sélido-liquido siempre
es de primer orden, porque al perder las moléculas su estructura regular se produce un
aumento discontinuo de entropfia.

El niimero asignado al orden de la transicién deriva de la ec. (12.3), que muestra que la
primera derivada de la funcion de Gibbs es la entropia. En las transiciones de primer orden
esta es discontinua. En las de segundo orden la entropia es continua, pero la capacidad
térmica a volumen constante, que es la temperatura por la derivada de la entropia, es
discontinua. Se puede definir transiciones de orden n estableciendo que las primeras n — 1
derivadas de la funcién de Gibbs con respecto a la temperatura a presion constante son
continuas y la n-ésima discontinua.
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Capitulo 13

Fisica estadistica

13.1. Sistema a temperatura constante

La mayor parte del curso se ha basado en el estudio de sistemas aislados, en los cuales
la condicion de equilibrio estd dada por el maximo de entropia y la energia esta fija por
tratarse de un sistema aislado. Existe una clase particularmente importante de sistemas no
aislados, que son aquellos que se encuentran en equilibrio térmico con el medio, situacion
que se idealiza como un sistema (pequeno) en equilibrio térmico con una fuente térmica
(grande), como se representa en la figura 13.1. En este caso la energia del sistema no esta
necesariamente fija, porque puede intercambiarla (térmicamente) con la fuente.

Sistema
configuracion i
Esistema=Ei

Medio: fuente térmica

T

E+E=E, constante

Figura 13.1: Sistema en equilibrio térmico con una fuente térmica

Si bien se acepta a priori que existe un valor promedio bien definido para la energia
del sistema, debido al intercambio térmico aleatorio con la fuente la energia del sistema
fluctia y el problema de determinar la energia del sistema debe ser reemplazado por el
problema de sus fluctuaciones. Dicho de otro modo, ya no tiene sentido preguntar ;cudl es
la energia del sistema?, pregunta que debe ser reemplazada porcudl es la probabilidad de
que la energia del sistema asuma algin valor?. Nuevamente el problema puede referirse
a uno con sistemas aislados: el conjunto del sistema y el medio es un sistema aislado,
por lo que si E es la energia del sistema y Er la energia de la fuente, debe cumplirse
E+ Er = FE,, donde E,, la energia del universo local, es constante.
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13.1.1. Probabilidad de una configuracion

La figura 13.1 esquematiza un sistema cerrado (no intercambia materia) en equilibrio
con una fuente térmica. En este caso el universo es ls unién entre ambos:

U = Fuente U Sistema

Considerar la configuracion i-ésima del sistema, la que tiene energia F;. Sea P; la pro-
babilidad de encontrar al sistema en esa configuracién. Antes de continuar es conveniente
precisar que P; no es la probabilidad de que el sistema tenga energia Fj;, sino la de encon-
trar al sistema en la configuracion rotulada por i: puede haber muchas configuraciones de
igual energia. Debido a la conservacion de la energia debe cumplirse:

EF + Esistema - EF + Ez = Eo constante

En su forma mas elemental, es posible definir:

P Casos favorables

Casos posibles

En este caso, son

» (Casos favorables aquellos en que el universo se encuentra en una configuraciéon fa-
vorable, lo que ocurre cuando el sistema se encuentra en la configuracion ¢—ésima
y el medio en cualquier configuraciéon compatible, luego:

» Casos favorables=(compatibles) x Q(con figuracion = 1) (las expresiones sin subindi-
ce corresponden al sistema).

= Hay una sola configuracién del sistema tal que este se encuentre en la i—ésima, por
lo que Q(con figuracion = 1) =1

= Si el sistema se encuentra en la configuracién ¢—ésima, cuya energia es E;, la fuente
se encuentra en cualquiera de sus configuraciones compatibles con la conservacion
de la energfa del universo, es decir: Q¢(compatibles)= Q¢(Er = E, — E;) con lo que
el nimero de casos favorables es 1 X Q(Ep = E, — E;)

» Casos posibles son todas las configuraciones posibles del universo €2y, lo que lleva a:

. 1 x QF(Ef = EO — El)
= QU

P

Al ser el sistema pequerio frente a la fuente térmica (es la definicién de fuente térmica)
E; << FE,, lo que sugiere expandir la expresion anterior en serie de Taylor. Puesto que {2
se incrementa muy rapidamente con la energia, no es recomendable expandir directamete
en Fj;, sino tomar logaritmo:

InP,=InQp(E, — E;) —InQy
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Multiplicando por la constante de Boltzmann kg queda:
]CB lIl.PZ == SF(EF = EO - Ez) — SU

donde Sr denota la entropia de la fuente térmica. La expresion puede expandirse en serie
de Taylor en E;:

X (_Ez) = So— %

F

oS
Er=E,—F) = =2
SF( F o) 'L) So+ ((9E>V

donde S, = S(EFr = FEo) denota la entropia de la fuente cuando toda la energia se
encuentra concentrada en la misma y se uso:

oS

or /.,
donde T es la temperatura de la fuente, igual a la del sistema, por estar ambos en equilibrio
térmico y no requiere subindice. Luego

1 1

F

E;
]’CBID(PZ) = SO - T - SU

neee () wee ()
i =exp | = exp | —
Su kgT

El cociente S, /Sy no depende del indice 7 y es por lo tanto una constante. Su exponencial
es por lo tanto también una constante que se denota por C, con lo que:

P, =C x exp (— kET) (13.1)
B

C es constante en el sentido que no depende de la configuracién 4, pero si es una funcion

de la temperatura.

13.1.2. La suma sobre estados Z

El sistema debe estar en alguna de sus configuraciones i = 1, ..., {2, lo que se expresa
mediante la condicién de normalizacién:

Y p=1, (13.2)
o bien

C exp(—Ei/kpT) =1 (13.3)

i=1

Es conveniente definir la funcion suma sobre estados, Z, como
Q
Z(T) = exp(—E;/kpT) (13.4)
i=1
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Noétese que la expresién suma sobre estados' indica exactamente cémo se procede: se suma
sobre todos las configuraciones 7. Si existe degeneracion, es decir, varias configuraciones
diferentes tienen la misma energia, cada una de ellas contribuye a la suma con un término
igual.

En términos de la funcién Z, y puesto que C' = 1/Z, la probabilidad (normalizada)
de encontrar al sistema en su configuracion ¢ se expresa finalmente como:

p - eXp(_EZi/kBT>

(13.5)

» Notacion: la expresion 1/kgT aparece con tanta frecuencia que es conveniente definir

» Ejemplo (artificial, no corresponde a un sistema fisico concreto sino que solamente
ilustra cémo calcular Z). Determinar Z y cada una de las probabilidades para un sis-
tema que consta solamente de las tres configuraciones indicadas en las dos primeras
columnas de la tabla:

configuracion | Energia P;
1 E,=0]|P = m
2 | B—c | P= o
3 Ey=c | Ps=13 S)((;(ﬁfl)k)

Segin la definicién de la suma sobre estados (13.4):

7 = exp(—BE;)+exp(—PFEsy)+exp(—LE3) = exp(—ﬁ())—l—exp(—ﬁa)—i—exp(—ﬁs)( = 1)—1—2 exp(—[fe)
13.6

Con lo que:

_ 1 _ 5 exp(=pe)
1+ 2exp(—pe)’ y =h= 1 4 2exp(—pe)

P

Es interesante notar que si la temperatura tiende a cero, entonces P, — 1y P, =
P3; — 0, es decir, el sistema se encuentra con certeza en su configuracién de energia
minima. Por otra parte, si la temperatura se hace muy grande (no necesariamente
tiende a infinito, basta con que kgT >> ¢), entonces las tres probabilides tienden a
1/3, es decir, a temperaturas elevadas todas las configuraciones son equiprobables:
las altas temperaturas borran las diferencias entre las configuraciones.

= El mismo ejemplo permite ilustrar otro aspecto: determinar la probabilidad de que el
sistema tenga energia 0 6 energia . Naturalmente, como hay una sola configuracion
de energia 0, debe ser P(E = 0) = P;. Como hay dos configuraciones de energia ¢,
entonces P(E = ¢) = 2P,.

1Z suele denominarse funcion de particion en la literatura anglosajona
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= Ahora se puede calcular la energia promedio como:
E = E\P, + EyP, + E3P;,

que, como By =0y P, = Py sereduce a £ =0+ 2P, :

2eexp(—fs) 2¢
1+ 2exp(—pBe)  exp(Be) + 2

E =

Notar que si la temperatura tiende a cero (f — o0) la energia promedio tiende a
cero, mientras que a temperaturas elevadas (fe << 1) la energia promedio tiende a
2¢/3.

= Un ultimo ejemplo es determinar la suma sobre estados para un oscilador armaénico
cudntico, cuyas configuraciones ¢ = 0, 1, ... estan determinadas por sus energias

E; = (i + 1/2)hw, (13.7)

donde w, es la frecuencia (clésica) del oscilador y £ la constante de Plank i = h/27.
Aplicando la definicién de Z (13.4):

Z = expl-B(i +1/2)hw)] = exp(~Bhun/2) Y expli( B,

Definiendo x = exp[—(Shw,)| se reconoce que la suma es una serie geométrica
l+x+2>+2°+..=1/(1 — ), por lo que finalmente queda:

_exp(—phw,/2) 1
ZOscilador armoénico — 1 — eXp(—ﬁha)o) - exp(ﬁhwo/Q) _ exp(—ﬁhwo/Q) (138)

13.1.3. Sistemas independientes

Considerar el caso en que un sistema puede considerarse como la uniéon de dos subsis-
temas 1 y 2 independientes en que la energia asociada a una configuraciéon de uno de ellos
no se ve afectada por la energia del otro subsistema. Notar que no es indispensabe que
ambos ocupen volimenes independientes, a modo de ejemplo se puede considerar una caja
que contenga dos moléculas independientes: al estar en equilibrio térmico la energia de
cada una es independiente de la de la otra. Si uno de los subsistemas se caracteriza por las
configuraciones ¢ con i = 1,2, ...,y y el otro por las configuraciones j con j = 1,2, ..., ),
el sistema completo se caracteriza por las configuraciones 7, 7 de modo que la energia de
estae configuracién es E; ; = Ei+ Ej, donde se usé el hecho que la energia es aditiva y la
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independencia de los subsistemas. Luego la suma sobre estados es

i=0Q1,j=02
Z= Y exp(-BE) (13.9)
i=1,j=1
i=1,j=0
= > exp(-B(Ei+ E))) (13.10)
i=1,j=1
1= 7=
=D D exp(=B(E; + Ey)) (13.11)
i=1 j=1
1= j=02
= > exp(=B(E) Y exp(—B(E})) (13.12)
i=1 j=1
= 2125 (13.13)
Se generaliza inmediatamente al caso de N sistemas 1,2, 3, ..., N donde
ZNindependientes = ZIZQ---ZN~ (1314)

En particular, si los N sistemas son iguales, entonces Zy = Z% es la suma sobre estados
del sistema completo, siempre que sean sistemas iguales distinguibles. En el caso que sean
indistinguibles es preciso notar que, por ejemplo, la configuraciéon en que el subsistema
1 se encuentra en ¢ mientras que el subsistema 2 en j, es fisicamente indistinguible si se
intercambian ¢ y 7, por lo que habria términos sumados varias veces en Z. En este caso
se debe dividir por el nimero de permutaciones N! con lo que quedaria:

ZNdistinguibles = va (1315)
ZN
ZNindistinguibles = ﬁ (13 16)

13.1.4. Sistemas continuos

En el caso de sistemas continuos las configuraciones no se enumeran con un indice
discreto 7 sino por medio de una variable continua x, y la energia es funcién de esta
variableF; — E = F(z). La expresién P;, probabilidad de un evento discreto, se reemplaza
por dP(z) = f(z)dz, que representa la probabilidad de que la variable de interés se
encuentre en el intervalo [,z + dz] en el caso unidimensional. Se usard la expresion
probabilidad de que la variable esté en torno a z. La funcién f(x) se denomina densidad
(de probabilidad).

1. Suma sobre estados. La definicién (13.4) se generaliza a

Z = /_OO exp(—fBE(z))dx (13.17)

[e.9]

En la practica los limites de integracion corresponden a aquella region en la cual se
encuentra definida la energia en funcién de la variable E(z).
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2. Probabilidad. La probabilidad de que la variable x esté en torno a x sera

exp(—fE(x))
==z &

dP(z) (13.18)

Es inmediato notar que esta probabilidad estd normalizada, es decir ffooo dP(x) = 1.

3. Ejemplo: considerar una particula de masa m constrenida a moverse a lo largo del
eje z paralelo al campo gravitacional, entre las alturas z = 0y z = h, por ahora sin
considerar la energia cinética.

Entonces la energia de la particula es E(z) = mgz y la suma sobre estados es:

h 1— —Bmgh
Z = / exp(—pmgz)dz = exp(=fmgh) (13.19)
0 Bmg
La probabilidad de encontrarla en torno a z sera
dP(x) = fmg exp(—fmg2) dz = f(z)dz (13.20)
1 — exp(—pmgh)
donde (5 )
exp(—pfmgz
f(z) = Bmg . (13.21)

1 — exp(—Lfmgh)
Si m es muy pequeno, como en el caso de una particula de un gas liviano, la expresion
para f(z) se reduce a 1/h, indicando que la particula puede encontrarse a cualquier
altura y no siente el campo gravitacional (lo que deja de ser valido si la longitud A
es suficientemente grande). Por el contrario, si la masa es grande, la expresién para
la densidad de probabilidad es f(z) = fexp(—fmgz) indicando que la particula se
encuentra en torno a z = 0 y con un alcance vertical del orden de kgT'/mg.

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

Densidad de probabilidad a 300 K

—N2: 28

= UF6: 352
Actina: 41785

== Alblmina: 67000

1(2/(0)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Altura (m)

Figura 13.2: Distribucion de probabilidad en funcion de la altura para moléculas de dife-
rentes masas

La figura 13.2 muestra la densidad de probabilidad en funcién de la altura -normalizada
con respecto a f(0) para conservar la escala- para diferentes gases confinados en una co-
lumna de altura h = 50 m. En el caso del nitrégeno, de masa molecular 28, la distribucion
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es plana, notandose en cambio una leve concentracién en la base de la columna para el
hexafluoruro de uranio UFy (masa molecular 352). Se coloca ademds como ejemplo dos
proteinas, la actina (masa molecular 41785) presente en los musculos y la albimina (masa
molecular 67000). Si bien no se trata de gases, la distribucién indicada si se observaria
si las proteinas estuvieran en solucion, notandose una concentracién mucho mayor en la
base de la columna. Esta es la base para el uso de centrifugas para separar componentes
de mayor masa molecular: si la centrifuga gira de modo que la aceleracion centripeta sea
ng, el alcance vertical serd kgT /mng, mucho menor que el anterior si n es suficientemente
grande. Notar que en la centrifuga no aparece un témino mgz sino otro mwr? debido a la
rotacién, por lo que los detalles del cédlculo son diferentes.

13.1.5. Calculo de promedios

Ademas de la energia, una configuracién estd caracterizado por varias otras magnitu-
des fisicas. Considerar una magnitud Y, que asume el valor Y; en la configuracién ¢. Su
promedio de denota Y y se calcula como:

Y =) YiP, (13.22)

Reemplazando la expresién (13.5) para la probabilidad queda:

Y = % Z Yiexp(—BE;) (13.23)

13.1.6. Promedio de la energia

Un caso especial es el del calculo del promedio de la energia, para lo cual se coloca
Y = FE en la expresién anterior:

pel )~ Ejexp(—BE;) (13.24)

Notando que E; exp(—fE;) = —0exp(—FE;)/08 y que la derivada conmuta con la suma,
esta se puede reescribir como:

_ 10

= —E%;exp(—ﬁm) (13.25)

Reconociendo que la suma es precisamente la suma sobre estados definida en (13.4) se
puede escribir finalmente:

107 d(In Z)
Zop B

(13.26)
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13.2. Fluctuaciones

Al estar los valores de una magnitud fisica Y determinados por una probabilidad, no
solamente es de interés su promedio sino también cudnto se desvia esta magnitud de dicho
promedio. Esto se describe por medio de la variable Y — Y que en cada configuracion i
asume el valor Y; — Y. Es claro que el promedio de esta magnitud es cero, por lo que se
conviene en calcular el promedio del cuadrado (§Y)?, que es:

(Y —Y)2=(Y2-2YY +(Y)?)
Reconociendo que el promedio de una suma es la suma de los promedios y que el promedio

de una constante -en este caso Y- por una funcion es el producto de la constante por el
promedio de la funcion, la expresién anterior queda:

Y -YP2=Y? -2V Y +Y?=V2—2VY +V2=V2 -2V + V> =V? - V? (13.27)
Se define ademds (puesto que Y? > Y?):
Vo [ o)
AY = (Y =Y)2 =(Y2-Y")"/3 (13.28)

que se demonina desviacion cuadrdtica media de la variable Y.

13.2.1. Desviacion cuadratica media de la energia

Usando (13.23) queda:
— 1
V= Z VPP = Z Y2 exp(—HE;), (13.29)

que en el caso de la energia se puede expresar como:

2
ZE exp(—0E;) Z R exp(—pE;), (13.30)
que se reduce facilmente a:
— 10°Z
p
P=os (13.31)
Combinando la expresién anterior con (13.28) y (13.26) queda
10°Z  [(o(nz)\> 0 [(10Z d?
AFE — == | == InZ 13.32
e = g5~ (U50) ~ 7 (z5) ~amd 3

13.2.2. Desviacion la energia en N subsistemas iguales

Considerar N subsistemas iguales, cada uno de ellos con una suma sobre estados Z;.
Conforme a una discusion anterior, la suma sobre estados del sistema completo serd Zy =
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Z¥ . Entonces la desviacién cuadratica media de este sistema, (AEy)?, estard dada segtin
(13.32) por:

, 1 9z
(BEN)" =535 (W o5 >
9 (Nz[{tozY
_%< Zy aﬁ)
L0 (10ozY
=% (Z o5 )
:N(AE1)2

De lo anterior se desprende que AEy = NY2AE, es decir, las fluctuaciones de la
energia crecen al crecer el tamano del sistema, pero lo hacen sublinealmente, con la raiz
del niimero de subsistemas que, para fijar ideas, pueden ser particulas. Considerar ahora
el valor promedio de la energfa, de la ecuacién (13.26) se desprende que Ey = NE.
Tomando el cociente se tiene:

AEy NY?AE, 1 AE; 1 1)
Ey ~ NE;  NY? B~ N2

Es conveniente destacar que el cociente AFE;/E; no depende del tamaiio del sistema
(N), sino que es solamente una funcién de la temperatura f(7'). Luego, las fluctuaciones
relativas de la energia disminuyen al crecer el tamafio del sistema como 1/N'/2. Si las
fluctuaciones se interpretan como ruido y E; como sefial, la relacién sefial ruido disminuye
como 1/N'/2. Para disminuir el ruido relativo a la mitad es necesario cuadruplicar el
tamano del sistema. En la practica, mas frecuentemente significa que si una medicién se
realiza en un cierto tiempo, duplicar su calidad (relacién senal ruido) requiere cuadruplicar
el tiempo de adquisicién de datos.

13.3. Entropia y funcién de Helmholtz

La entropia y la funcién de Helmholtz pueden derivarse de la funcién suma sobre
estados, la que contiene toda la informacién relativa a los estados de equilibrio del sistema.
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13.3.1. Entropia

Mucho més atrds se difini la entropia de Gibbs por medio de la expresién (4.11),
donde al cambiar x; por P; se obtiene:

S=—kg Y Pn(P)

— e 3 (PP (- a2

> eXPZ(—ﬁEi)) ’

_ ’“73 <5Eiexp(—ﬁEi) + kg In(Z)

(2

donde en la tdltima expresion se reconoce en el numerador la definicion de suma sobre
estados (13.4), que se cancela con el denominador. Adicionalmente se reconoce que E; en
el primer sumando puede bajarse tomando la derivada con respecto a [ y:

k 0
S = %ﬁ ;(—)% exp(—BFE;) + kpIn(Z)

— o7 Z exp(—fE;) + kpIn(Z2)

kgB 0O
= —%5562 + kpIn(2)
B Jln(Z2)
= —kpf
:kBﬂE—f—k’BlH(Z)

—+ kB 1I1<Z)

E

13.3.2. Funcion de Helmholtz

La funcién de Helmoltz esta definida como F' = E — T'S, por lo que ahora

_ _ B
F=E-TS=E~TzksT(Z) = ~ksTln(Z) (13.33)
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Capitulo 14

Teoria cinética de los gases

La teoria cinética de los gases describe su comportamiento en términos de determinar
la cantidad de moléculas que se encuentran con una cierta velocidad, por lo que es de
naturaleza estadistica.

Se atribuye a Daniel Bernoulli haber postulado por primera vez que un gas se compone
de gran numero de particulas con movimiento aleatorio, idea prematura que no fue aco-
gida por sus contemporaneos. Otros precursores fueron Lomonosov, Le Salle, Herapath,
Waterston, Kronig,y el mismo Clausius, para ser finalmente reformulada por Maxwell y
Boltzmann.

Béasicamente consiste en considerar las moléculas de un gas como puntuales e inde-
pendientes, despreciando sus interacciones. Estas, si son suficientemente débiles, pueden
introducirse posteriormente como correcciones, presentandose un esbozo de aproximacion
(que da cuenta del tamano molecular finito) en la seccién 14.2 y siguientes.

14.0.1. Particula libre en una caja

Considérese primero una particula libre en una caja de volumen V', de modo que
solamente tiene energia cinética. Ahora se trata de un sistema continuo en que cada
configuracion esta caracterizado por seis variables, tres coordenadas y tres velocidades. La
energia asociada a cada configuracion se debe expresar en términos de estas seis variables,
tres coordenadas y tres velocidades: E = E(Z, ) = mwv?/2, no habiendo dependencia con
respecto a las coordenadas por tratarse de una particula libre. Aplicando la definicién de
suma sobre estados (13.17):

Zy = / exp(—pmi?/2)d>zd>v
ZeV,UeR3

= / d3m/ exp(—pmi?/2)d*v
TeV UeR3
—_—— N

J/

Zy=V Zp=(2rkpT/m)3/2

La primera integral, que se denotara por Zy es simplemente el volumen V' del sistema.
La segunda, que se denotard Zp se puede calcular notando que v? = v? + U; + 0?2 y se
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puede, por lo tanto, separar en tres integrales iguales, lo que es igual a una de ellas elevada
al cubo:

Zp = / exp(—Bmi?/2)d*v
veR3

= [/_OO eXp(—ﬁmU?c/Q)de] 3

o0

= [(%ﬂ/m)” / .
_ <27r:13T)3/2

o\ ¥/?
- ()

donde se usé el cambio de variables 22 = Smuv?/2 y se reconocié la integral de Poisson
de valor /2. La suma sobre estados para la particula libre encerrada en una caja de

volumen V es entonces:
ok T\ 32 9 3/2
lev( 5 > :v<—7T) (14.1)

m mp

La energia (cinética de traslaciéon) promedio se calcula usando(13.26) lo que arroja E; =
3kpT/2 y v? = 3kpT/m. Nétese que usando (13.32) se encuentra que la fluctuacién de
la energfa cinética traslacional de la particula es (AE;)?* = 3(kgT)?/2 y la fluctuacién
relativa es entonces (AE,/E;) = (kgT)"/?,

o0

exp(—ﬁ)dx] 3

14.0.2. Distribucion de velocidades de Maxwell Boltzmann

El problema es ahora determinar d® P(Z, v), probabilidad de que las (seis) coordenadas
de la particula estén en torno a (#, 7). Aplicando la expresién derivada anteriormente en
la ec. (13.18):

2
d°P(z,7) = %exp <_27Z:T) d*xd®v, (14.2)
donde Z = V Zg. En vista que no hay energia potencial, la probabilidad de encontrar la
particula en cualquier parte del volumen es la misma, por lo que solo es de interés calcular
la probabilidad asociada a las velocidades. Integrando con respecto a las coordenadas
espaciales se reobtiene el volumen V que se cancela con el que aparece en la suma sobre
estados Z:

S 1 mu? mo g mv?
7o) =7 exp (‘szT)—<W> P (‘szT) (143)
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expresion conocida como distribucion de velocidades de Mazwell-Boltzmann *.

Finalmente, si se considera un gas ideal constituido por N moléculas iguales que no
interactian entre ellas, y en vista que d>P(%) es la probabilidad de que la velocidad se
encuentre en torno a (v), el nimero de moléculas con velocidades en torno a (v) serd
d*N((0) = N x d*P(7), lo que se suele poner de la forma:

d®N(7) 1 muv? m\*? mu?
&N _ oy L Po— [ _ Pu (14.4
N~ lOdv =2 eXp( 2l<;BT> ! (2kaT) eXp( 2kBT) v (144)

14.0.3. Coordenadas esféricas

En este momento conviene introducir las coordenadas esféricas descritas en la figura
14.1:

Coordenadas esféricas

v=(Vx, Vy, Vz) Ve[0,50)
vx=vsenfcosg p<[0,27]
w=VsenOseng 8e[0 'n]
Vz=Vcost '

Jacobiano: v’send

Figura 14.1: Coordenadas esféricas

v, = vsenf cos
v, = vsenfsen
v, = vcosf

v = 0] = (v} + v} + v?)1/2
Observaciones:

= v es el médulo de la velocidad, por lo que la condicién v = cte define un casquete
esférico de radio v.

'La nomenclatura estdndar indica que esta funcién no es una distribucién, sino una densidad de
probabilidad. Por motivos histéricos se contintia usando la expresién distribucién en este caso, la que se
mantendra en estos apuntes.
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= # -denominado angulo polar- se mide desde el eje vertical hasta el vector ¢. La
condicién 6 = cte define un semicono de dngulo €, cuya interseccion con la superficie
v = cte se muestra en la figura como una curva continua de color negro (es una
circunferencia de radio v sen 6).

» Finalmente ¢ -denominado dngulo azimutal?, es el 4ngulo medido desde el plano xz
hasta al plano que contiene al eje vertical que pasa por el extremo del vector ¢. La
condicion ¢ = cte define precisamente a dicho plano. La lines negra punteada es la
proyeccion de la continua sobre el plano xy.

» El jacobiano de la transformacién de esféricas a cartesianas es v2sen @, lo que equi-
vale a decir que el elemento de volumen es d*v = dv,dv,dv, = v?sen Odvdpdb?®.

14.0.4. Distribucion del moédulo de la velocidad

La probilidad de que el médulo de la velocidad de encuentre en el intervalo [v, v + dv]
se obtiene sumando, es decir, integrando, con respecto a todas las variables diferentes de
v, los dngulos 6 y ¢:

=2 O=m
AP(v) = / £ (@)

=0 0=0

=27 0=m
= / f1(¥)v?* sen Odvdpdd
=0 0=0

= 4P fi(v)dv = fo(v)dv (14.5)

La funcién f; quedé definida por la tltima igualdad como fo(v) = 4mv?fi(v) y repre-
senta la distribucién del médulo de la velocidad. El mismo resultado se puede obtener
geométricamente: d>v es el elemento de volumen en el espacio de velocidades. El volumen
de una esfera es 47v?/3, por lo que el volumen entre dos casquetes esféricos separados una
distancia dv es d(4mv®/3) = 4mv?dv, que reproduce el resultado anterior. La figura 14.2
representa la funcién fo(v) a 300 K para tres diferentes gases, el helio (uno de los més
livianos), el nitrégeno (componente mayoritario del aire) y el radén, un gas noble raro
(radiactivo), uno de los gases més pesados *.

2También acimutal, ambas formas son correctas

3La notacién no estd estandarizada, algunos autores escriben dv, otros dv, d(vy, v2,v3). Aqui se usara
d3v porque el superindice ayuda a recordar cudntas veces hay que integrar

“4el hexafluoruro de azufre USg es uno de los gases mas pesados a temperatura ambiente. El hexafluo-
ruro de uranio UFg https://www.youtube.com/watch?v=mGh91oRdPDc&feature=youtu.be lo es mucho
maés, pero a temperaturas superiores a la ambiente
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Distribucitn de velocidad para varios gases a 300 K
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Figura 14.2: Distribucion de velocidades para varios gases a 300 K

1. Velocidad mas probable v;,p. Notar que la funcion f>(v) definida por:

3/2 2
fo(v) = 4mv? fi(v) = 47 (27rszT) v? exp (— QW;ZT> (14.6)

depende solo de v, es siempre no negativa, se anula cuando v = 0 y tiende a cero

si v — 00, por lo que debe tener un maximo el que, derivando con respecto a v e
igualando a cero, se encuentra en:

1/2 1/2
Onp = <2kBT> = 1,414 (’“B—T) (14.7)

m m

La interpretacion de vy;p, denominado velocidad més probable, es que se trata del
valor que apareceria con méas frecuencia al realizar un gran ntmero de medidas
independientes de la velocidad. Nétese que este valor no tiene por qué coindicir -y
no coincide- con la velocidad promedio v.

2. Velocidad media o promedio v. La velocidad promedio se calcula usando la
expresion (13.22) modificada para el caso continuo, a saber

v :/ vdP(v) :/ v fo(v)dv
v=0 v=0
3/2 o 2
m —mu
—4 3
i (27rkBT> /UOU exp( gy )

k‘ T 1/2 ]{Z T 1/2
= (8 B ) = 1,596 (L) , (14.8)

w™m m

donde se usé el cambio de variables v = (2kzT/m)'/2x y la integral de la ec. (14.53).

3. Velocidad cuadritica media v2. El promedio del cuadrado de la velocidad se
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calcula de forma analoga al promedio anterior:

V2 = /UOO v?dP(v) = /UOO v? fo(v)dv

=0 =0

m 3/2 oo mu?
=4 — 1d
”(%kBT) /v:oexp( 2kBT>” !

y:

o kT 1/2 kaT 1/2
vorr = (V2)V2 = <3 B ) = 1,732 (B;) (14.10)

m m

donde se usé la expresion (14.56). El resultado ya era conocido con anterioridad.
Notar que vyp < v < vopr- Los valores para el nitrogeno a 300 K son vy p = 422,
v =476 y vopy = 517, todos en m/s. Todos estos valores son un tanto superiores a
la velocidad del sonido en el aire, lo que es consistente.

14.0.5. Teorema de equiparticion de la energia

Considerar un sistema en que la energia depende cuadraticamente de N variables

independientes:
N

2
E(zy,x9,..xx5) = E a;x;
i=1
donde los a; son constantes no nulas. La suma sobre estados se puede calcular facilmente
notando que al ser las energias separables el sistema puede considerarse como N subsis-
temas cada uno con energia E; = a;x?. Luego la suma de estado del subsistema i-ésimo
sera:

o -\ 12
Zi = /_OO exp(—pBa;x?)dz; = </Bai) )

donde se usé la ecuacién (14.53) para calcular la integral. Ahora se emplea la expresién
(13.15)  para notar que:

7 = Z17y.. Zy = 7w?/[(Ba1)(Bay)...(Bay)]/?. Usando la expresién para la energia
media (13.26):

_ 0 0 (N Ina; Inay Inay N
EFE=—Z)=——(—Inn— — . — ——1
o5 %) aﬁ(2 T 2 ;. g mf
Puesto que las derivadas de las constantes son nulas queda:
_ N N
EF=—=—FkgT
26 9 B+,

Sen este caso se puede usar indistintamente las ecuaciones 13.15 o 13.16, que es realmente la correcta,

pues difieren en un término que se anula al derivar
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expresion conocida como teorema de equiparticion de la energia y que se describe bien en
palabras diciendo: a cada grado de libertad cuadratico le corresponde una energia promedio
kpT /2. Lo destacable es que el resultado es independiente de las constantes a; mientras
estas sean no nula. El teorema es realmente una aproximacion asociada al comportamiento
de particulas clasicas y falla al tratar de aplicarlo a sistemas méas complejos, como se vera
en la siguiente seccion.

14.0.6. Aplicaciones del teorema de equiparticién

Moléculas monoatémicas Los dtomos se consideran en este modelo como puntuales,
despreciandose los efectos asociados a su rotacion, por lo que solamente poseen tres grados
de libertad traslacionales r = 3. La aplicacion del teorema siginifica que la energia prome-
dio por molécula es 3x kgT'/2, la energia promedio por mol serd £ = 3N kg1 /2 = 3RT'/2.
Luego, su capacidad térmica molar a volumen constante sera:
oE 3
CV monoatomico — \ A =-R= 12, 5} JK_lmol_l, (1411)
ory), 2
para todos los gases monoatémicos e independiente de la temperatura. La comparacion

con los valores experimentales para el argén y el helio  muestra que la prediccién es un
acierto del teorema de equiparticion.

Moléculas diatémicas rigidas La figura 14.3 muestra un modelo de una molécula
monoatomica “rigida”, donde este concepto se introduce de manera forazada para referirse
a aquellas moléculas en las cuales el enlace quimico es fuerte, lo que podria asignarse a
enlaces dobles como en el C' = O, O = O, etc. En este caso la separacion entre los atomos
de la molécula se supone constante y esta, ademas de las tres traslaciones, puede rotar.
Puesto que los atomos se suponen puntuales, el momento de inercia de la molécula con
respecto al eje que pasa por ambos dtomos se anula y solamente dos rotaciones contribuyen
a la energia de rotacién, de modo que hay cinco grados de libertad: tres traslacionales y
dos rotacionales. Ello conduce a la capacidad térmica:

OF 5 R
CV diatomico = (ﬁ% =5 R=20,8 JK "mol ™. (14.12)

La comparacién con los valores experimentales muestra los valores: Hy: de 20,4; No:
20,6; CO: 20,7; NO: 20,9 v Oy: 21,1 todos en JK 'mol~!, lo que también muestra una
buena capacidad de prediccion del teorema.

Moléculas diatémicas flexibles En este caso se consideran moléculas diatomicas con
un enlace mas débil, que permite vibraciones, introduciéndose el concepto de flexibilidad
de manera forzada, por cuanto no se provee de un criterio para establecer cuando un
enlace es "blando” o "duro”. De este modo se agrega un grado de libertad vibracional
ademas de los traslacionales y rotacionales, aumentando el total a

r= 3t7"aslacional + 2rotacional + 1vibracional = 67

Shttp://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/Tables/heatcap.html
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Moléculas y grados de libertad r

& o—9 —

monoatomica:  diatdmica rigida:
“puntual” r=3 “rotador” r=5

Figura 14.3: Modelos moleculares para aplicar el teorema de equiparticion.

conduciendo a:

OF 6
Cv diatomico flexible = (8_T) = §R - 24, 9 JKilTTZOlil. (1413)
v

En este caso la molécula de Cly, gas para el cual ¢y = 24, 8JK ~'mol™! se ajusta bien a
la prediccién.

Moléculas triatémicas rigidas no colineales En este caso no hay un eje que pase
por todos los atomos y los tres momentos de inercia son no nulos, por lo que hay tres
grados de libertad traslacionales y tres rotacionales, r = 6 y se se recupera el resultado
3R =24,9 JK'mol~!. La referencia de la nota al pie 6 indica para el H,S 25,4 J/K, lo
que ya constituye una desviacion significativa.

14.0.7. Fallas del teorema de equiparticiéon

Como se observo en el parrafo anterior, la aplicacion del teorema de equiparticion falla
en el caso de moléculas mas complejas. Al examinar los valores de la capacidad térmica,
estos no necesariamente corresponden a un miultiplo semientero de R. Esto obedece a
dos razones. La primera es que las moléculas mas complejas tienen grados de libertad
internos -estados excitados- que no son cuadraticos. El segundo es mucho mas profundo:
la estadistica de Maxwell-Boltzmann es realmente una aproximacion, y corresponde a un
limite particular de otras estadisticas cuyo origen es cuantico. Esta es la causa de otras
divergencias mucho maés serias, que se indican a continuacion.

1. Capacidad térmica de un sélido

Un solido de N4 atomos puede considerarse como un “gas ideal de vibraciones”, en
el sentido que, en equilibrio, cada dtomo realiza oscilaciones arménicas (si son sufi-
cientemente pequenas) en torno a la posicién de equilibrio, lo que da tres variables
cuadraticas por atomo. La energia cinética de cada atomo depende cuadraticamente
de las tres componentes de la velocidad, lo que agrega tres variables mas, por lo que
hay seis variables cuadréticas por dtomo y 6/N4 variables para el sélido (estricta-
mente son unas pocas menos, porque el centro de masas no se mueve, pero se ignora
este nimero frente a Ny).

La energia promedio molar del sélido serd, segtin el teorema de equiparticién, Ey,, =
(6/2)N4kpgT = 3RT y la capacidad térmica molar ¢y = 3R = 24,9 JK 'mol™*
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para todos los sélidos (la expresion molar se aplica aqui por mol de atomos. Esta
expresién se conoce como ley de Dulong y Petit”. El resultado no se aplica a todos los
solidos, fallando de manera severa en el caso del diamante, cuya capacidad térmica a
temperatura ambiente es unas cinco veces menor, aunque tiende a un valor parecido
a temperaturas que superan los 1000 K. La prediccion también falla a temperaturas
bajas, quedando en evidencia que se trata de una aproximacién valida bajo ciertas
condiciones solamente.

2. Capacidad térmica del gas de electrones

Si se considera a los electrones como particulas que no interactian entre ellas (lo que
curiosamente no es tan malo en ciertas circustancias), su capacidad térmica seria la
de un gas ideal monoatémico ¢y = 3R/2 = 12,5 JK—1mol~'. Muchos metales se
pueden describir como un sélido de iones positivos, en que cada atomo ha contribuido
con un electrén que es libre de moverse dentro de la masa del metal. En este caso.
su capacidad térmica debiera ser la asociada a los iones, dada por la ley de Dulong
y Petit, mds la de los electrones, lo que sumarfa 9/2R = 37,4 JK—1mol™!, lo que
supera ampliamente lo observado.

La capacidad térmica asociada a los electrones, segtin los resultados experimentales,
es dos ordenes de magnitud menor, lo que pone de manifiesto una falla garrafal
del teorema de equiparticién si se lo intenta aplicar a los electrones. El origen del
fracaso es profundo, y no tiene tanto que ver con la interacciéon de Coulomb entre los
electrones como con que estos no obedecen una estadistica de Boltzmann (obedecen
la estadistica de Fermi-Dirac).

3. Gas de fotones

A fines del s. XIX no se habia proporcionado aun una descripcién apropiada de la
radiacién térmica, objeto del proximo capitulo. El intentar describir una region del
espacio “llena” con campo electromagnético se enfrenté una dificultad maytscula: el
numero de grados de libertad no esta acotado y la energia promedio de la radiacién,
segun el teorema de equiparticién, jdiverge!, lo que constituye una falla catastréfica.
El origen del fracaso es similar al del caso de los electrones, la radiacién térmica no
obedece la estadistica de Boltzmann sino la de Bose-Einstein.

14.1. Colisiones con las paredes del recipiente

Considerar la situaciéon en que el recipiente que contiene al gas tiene un pequeno orificio
por el que las moléculas pueden escapar, se determinara la tasa a la cual escapan en
términos de moléculas por unidad de area y tiempo. La figura muestra esquematicamente
un sector de la pared en que se ha marcado una regién de drea A (no es necesariamente
circular, aspecto irrelevante en esta discusion). La construccién geométrica es la siguiente:
se considera un cilindro oblicuo imaginario de longitud vAt, donde v es una velocidad

“La ley original, establecida por los quimicos franceses Pierre Louis Dulong y Alexis Thérese Petit,
establecia que para la mayoria de los elementos el producto de su capacidad térmica por su masa atémica
es una constante
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Figura 14.4: Colisiones contra la pared por unidad de area y tiempo.

molecular cualquiera y At un intervalo temporal. El cilindro estd inclinado un angulo 6
con respecto a la normal al muro del recipiente, de modo que su volumen, igual a la base
A por la altura vAt cos es AV = AvAt cos 0. Se define la densidad de particulas n (cuyas

unidades son m 3 como:

, (14.14)

con lo que el nimero de moléculas en el volumen del cilindro es AN = nAV = nAvAt cos 6.

14.1.1. Efusion

Ahora se consideran las condiciones para que una molécula choque contra el sector
del muro interior al cilindro (que se visualiza como una elipse violeta en la figura). La
molécula coloreada chocard con dicho sector en un tiempo menor que At. La molécula en
gris interior al cilindro no lo hard, pues no se mueve en la direccién del eje y escapara del
cilindro. La que se encuentra més a la izquierda se mueve en la direccién correcta, pero no
alcanzara a llegar en el tiempo At. Finalmente, la que se encuentra mas abajo se mueve
por fuera del cilindro y chocard con el muro fuera de la regiéon considerada. Se concluye
que la condicién para chocar es:

(estar dentro del cilindro) A (moverse en torno a v).

Luego, el nimero de moléculas orientadas segtin v que chocara con el sector de area
A en el tiempo At, d* AN, olisiones, €s €l nimero de particulas en el volumen por la proba-
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bilidad de que sus velocidades se encuentren en torno a ¥, d®Pv:

dgANcolisiones = ’I"LAVCPP(U
= (nAvAt cos 0)(f1(v))d*v

Reemplazando
d*v = v? sen Odvdpdd
queda
d* AN, gisiones = (nAvAt cos 0) f1()v? sen fdvdpdd (14.15)

donde se reconoce, al comparar con la ec.(14.5), la funcién fo(v) = 4wv? f1(7), por lo que
se puede escribir:

nAAt

BAN pjisiones = cos Ov fo(v) sen Odvdpdb (14.16)

Para obtener AN yisiones, €l nimero total de particulas que chocan contra el sector de
area A en el tiempo At sin importar su velocidad o direccién es necesario integrar con
respecto a:

1. Todas las velocidades: ve[0, 00).
2. Todos los dngulos acimutales e[0, 27]

3. Todos los angulos polares 6 que correspondan a moléculas que van hacia la pared, es
decir 0e[0, 7 /2], porque particulas que se mueven en direcciones con dngulo 6 > /2
lo hacen en sentido contrario. Luego

ANt
AN otisiones = / / / (n ) cos v fo(v) sen Odvdpdd (14.17)
v=0 J =0 J =0

La integral con respecto al angulo ¢ es directa y tiene el valor 27. Ademas:

w/2 1
/ cosf sen fdf =  sen 9|9 0= 5 (14.18)
0

=0

Luego la expresion para AN gisiones queda:

AAt
A]Vcolisiones = (277-) X % X n4 / UfQ( ) (1419)
T Ju=o
donde la expresién del lado derecho es la velocidad media v, por lo que:

nAvAt
4

A]\/Ycolisiones = (1420)

Dividiendo ahora por AAt y suponiendo que el sector de drea A es un pequeno agujero,
se desprende que la tasa de efusion es:
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o dNefusién o AA]Vcolisiones

O= At © AA
1 P
Y L 14.21
1" T CrmkgT)2 (1421)

donde la iltima expresion se obtuvo usando la ecuacién de estado para el gas ideal PV =
NkgT o P = (N/V)kgT = nkgT y el valor para la velociad media v = (8kgT'/mm) segin
el resultado de la ec. (14.8). El resultado anterior es aproximado, pero el origen de la
inexactitud es dificil de percibir en este momento y se explicara en la seccion 14.2.

14.1.2. Presion colisional

Ahora se calculard la fuerza y por ende la presiéon ejercida por las moléculas que chocan
contra la superficie. Considerar la figura, en la que una molécula de masa m y velocidad
v colisiona eldsticamente con la pared, incidiendo (y rebotando) con un dngulo 6 con
respecto a la normal.

La diferencia de momento lineal de la particula (después de la colisién menos antes) es
—2muw cos 6. Por conservacion del momento lineal, el transferido a la pared por la colisién
serd, Ap; = 2mw cos 6, donde el subindice sirve para recordar que es el transferido por
una molécula. Se sigue el momento transferido por todas las particulas que inciden con
velocidad en torno a ¥, d®Ap es el nimero de particulas que lo hacen d*ANeyiisiones POT
el momento transferido por una de ellas, es decir:

Vol. cilindro Distrib. velocidades Amomento
N\ 7N\ LN
7 N s

d*Ap = (d° AN sotisiones ) (Ap1) = n(AvAt cos 0)(f1(¥)v? sen Odvdedd)(2mu cos 0)
= 2nmAAt cos® 0 sen Ov* f, (v)dvdpd, (14.22)

donde se usé la expresion (14.15)para d®>AN,pisiones- Entonces el momento tranferido a

la pared por las particulas moviéndose con todas las velocidades y todas las direcciones
(0 < m/2) es:
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2 w/2 o0
Ap = 2nmAAt (/ d(p) (/ cos” f sen 9d9) / vt fy(v)dv
=0 6=0 v=0

— onmAAH(2r) (%) / OZ o (0)do

_ ”T”?At / A2 fy (v)]dv

=0
AAE [

_ nmAAt / o o (0)do
3 v=0

nmAAt
~ 3 Yom

[ mmAAt y 3kgT
N 3 m

= TLAAthT,

donde se reconocié el término entre paréntesis cuadrados como la distribucién del modulo
de la velocidad fy(v), apareciendo naturalmente el promedio de v?, la velocidad cuadratica
media obtenida en (14.9). La fuerza sobre el sector de pared es el momento transferido
por unidad de tiempo, es decir

F = Ap/At = nmAkgT

La presion es la fuerza por unidad de area:
P=F/A=nkgT = (N/V)kgT, (14.23)

de donde se recupera la ecuacion de estado del gas ideal PV = NkgT.

14.2. Propiedades de transporte

Hasta ahora se ha considerado al gas como estrictamente ideal, lo que da una buena
descripcion de los estados de equilibrio bajo las condiciones apropiadas: presiones bajas
(hasta algunas veces la atmosférica) y temperaturas no demasiado bajas, de modo que el
gas esté lejos de condensarse (sin perjuicio del uso de ecuaciones de estado mas precisas).
Existen propiedades fuera del equilibrio que no pueden ser descritas usando el modelo de
gas ideal y requieren correcciones.
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Figura 14.5: Movimiento aleatorio de una molécula

En esta seccion se considerara un modelo de gas que obedece la funcién de estado
del gas ideal pero cuyas moléculas tienen tamano finito, permitiendo colisiones entre
ellas, como lo indica esquematicamente la figura 14.5. De no existir colisiones entre las
moléculas, estas se moverian el linea recta (despreciando el efecto de la gravedad) y
chocarian unicamente con las paredes del recipiente.

14.2.1. Seccion eficaz

Si se supone que las moléculas tienen forma esférica, su seccién transversal seria un
disco de radio r y seccién transversal 2mr?. La construccién de la figura 14.6 muestra que
al moverse chocard con aquellas moléculas cuyo centro de masas se encuentre dentro de
un cilindro de radio 2r, cuya seccién tendra un drea o = 4mr?, se trata de un 4rea efectiva
de choque que se denominara seccion eficaz y que depende tinicamente de las propiedades
del gas.

’ A
_ : 1A
2r 4
: V
Y

Figura 14.6: Seccion eficaz

Mas all& del hecho que las moléculas no tienen necesariamente forma esférica y de que
el radio no esta bien definido, este concepto permite calcular magnitudes macroscopicas
como la constante de difusion, la conductividad térmica y la viscosidad, cuya meedicion
experimental permite determinar o ®. Una preocupaciéon més seria es si o es realmente
una constante o depende de la velocidad y la temperatura del gas, cuestion que no se
discutira aqui. Existen tablas con los valores estimados de la seccién eficaz de varios gases
comunes. ”

8Existe un procedimiento formal para definir la seccién eficaz, pero requiere conocer la ley de fuerzas
de la interaccién intermolecular.
Ynttp://chem.libretexts.org/Core/Physical_and_Theoretical_Chemistry/Kinetics/
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14.2.2. Camino libre medio

Se definen el camino libre medio A como la distancia recorrida por una molécula entre
dos colisiones sucesivas con otras moléculas, y el tiempo medio entre colisiones 7 de for-
ma analoga. Su determinacion precisa requiere encontrar las respectivas distribuciones de
probabilidades, para calcular luego sus promedios, pero aqui se usard un calculo aproxi-
mado usando la figura 14.6. Si se supone que la densidad de particulas es n = N/V | en un
tiempo t la molécula de la izquierda barrera un volumen vt, si se supone que se mueve con
velocidad inalterada por las colisiones. Entonces chocara con todas las moléculas que se
encuentren en el volumen ovt y el niimero de colisiones sera novt. Si 7 se interpreta como
el tiempo transcurrido hasta la primera de las colisiones, y se supone que la molécula se
mueve con la velocidad media v, sera 1 = novr, de donde se despeja

T=— (14.24)

También se puede definir la frecuencia media de colisiones (para cada molécula) como
1/7, expresién que debe ser usada con precaucién al considerar el gas completo porque
incluye la colisién de dos moléculas y, para evitar contarlas dos veces, la frecuencia media
de colisiones por unidad de volumen es n/(27). El camino recorrido en el tiempor 7 serd
UT:

L_ = N (14.25)
nov  no

A=7

Notese que el camino libre medio no depende de la velocidad media y, por lo tanto,
a densidad n constante, no depende de la temperatura. Las ecuaciones (14.24) y (14.25)
contienen un error sistematico al considerar que solamente se mueve una de de las molécu-
las, ya que la otra también lo hace. En lugar de la velocidad promedio v, debe considerarse
el promedio de la velocidad relativa, que es v/20, derivacién disponible en internet '°. De
este modo los valores correctos son:

1
T=— 14.26
\/§nm7 ( )
y
1 1 1 kT
A=7T (14.27)

\/§n017 - \/§na - ﬁaF

donde la ultima expresion exhibe la dependencia con respecto a la presion y la tempera-
tura.

Las moléculas, excepto las de los gases monoatomicos y algunas muy simétricas, no
son esféricas. Es posible relacionar propiedades predichas usando la seccion eficaz o con
las medidas experimentalmente (por ejemplo, la conductividad térmica) de donde se de-
termina el valor de o. De este modo las tablas” indican que la seccién eficaz de la molécula
de nitrégeno es oy, = 0,43 nm?. Usando este valor y la expresién o = 47r? se calcula

Modeling_Reaction_Kinetics/Collision_Theory/Collisional_Cross_Section
Ohttp://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/Kinetic/menfre.html
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un didametro efectivo o equivalente de 0,37 nm. Con estos valores se puede calcular el
camino libre medio a presion atmosférica A &~ 100 nm. Puesto que a esta presion y a 300
K n=2,4x10% m3, la distancia promedio entre moléculas es D ~ n~"/% = 3,5 nm. Ya
que el gas mas abundante en el aire es el nitrégeno, se puede estimar que para el aire en
condiciones ambientales se satisface:

d=~0,3nm < D =~ 3nm < A = 100nm

Las moléculas recorren en promedio una distancia cercana a (pero superior) a dos érdenes
de magnitud mayor que su propio didmetro entre colision y colision.

Camino libre medio del nitrégeno molecular a 300 K
1E+08

‘S 1E+06
1E+04
1E+02
1E+00
1E-02
1E-04
1E-06

1E-08
1E-10 1E-08 1E-06 1E-04 1E-02 1E+00 1E+02 1E+04 1E+06

Camino libre medio (m

Presion (Pa)

Figura 14.7: Camino libre medio de la molécula de nitrégeno a 300 K

La figura 14.7 muestra el camino libre medio del nitrégeno a diferentes presiones. Se
observa que el camino libre medio crece hasta 10 000 km a una presién tan baja como
1071 Pa, condicién cercana a las de la operacién de los aceleradores de particulas: el més
largo del mundo (CERN) tiene 27 km de longitud y se requiere un camino libre medio
(para las particulas, no moléculas) muy superior a esa longitud.
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14.2.3. Difusién

Una consecuencia de la existencia de colisiones intermoleculares y, por lo tanto, del
camino libre medio finito (y pequeno) es la existencia de difusién. Si no existiera colisio-
nes y se pusiera dos gases en contacto, estos se mezclarian rapidamente, puesto que las
moléculas se mueven a velocidades de varios cientos de metros por segundo. En el caso
que, por ejemplo, alguien abriera un frasco en un extremo de la sala de clases, el olor
del contenido (si es que lo tiene) se propagaria por la sala en una fraccién de segundo,
siendo que realmente se observa un tiempo muy superior. Esto es consecuencia de que
las moléculas no se mueven en linea recta, sino que siguen una trayectoria aleatoria co-
mo la que muestra la figura 14.5. Esta trayectoria se puede modelar como una caminata
aleatoria, bajo las siguientes suposiciones simplificatorias:

1. Después de cada colisién la molécula contintia su movimiento realizando un despla-
zamiento Z; en una direccion aleatoria, no correlacionada con la direccion antes de
la colisién. Esto es una aproximacién, por cuanto la colision conserva el momentum
y (en general) la energfa cinética.

2. Las moléculas se mueven con la velocidad promedio, aproximacion hecha para evitar
hacer la estadistica sobre las velocidades.

3. La distancia recorrida después de cada colisién es el camino libre medio, lo que
también es una aproximacion puesto que las distancias tienen una distribucién de
probabilidad. Esto significa que 2? = \?

Con estas condiciones en mente, el desplazamiento vectorial después de N colisiones

es:
N

F(N) =Y @, (14.28)

i=1
donde 7; es el desplazamiento asociado al paso i-ésimo. Es facil convencerse de que el

promedio de (V) es cero, porque al ser las direcciones aleatorias el promedio de cada
desplazamiento Z; es nulo. Se considera entonces el cuadrado de 7(N):

N N
FIN? =) 3> (14.29)
En la suma de la derecha, al ser los desplazamientos 7; y Z; independientes si i # j, el

promedio de los términos cruzados es nulo, es decir, Z; - Z; = &; - Z; =0 x 0 =0 si ¢ # j.
Luego solamente sobreviven los términos diagonales ¢ = j:

AN =) 22=) M=NX (14.30)

En vista que 7(IN)? es un escalar, se lo denominard 7(N)?. Si ahora se pone A\ = 7 y se
define el tiempo total transcurrido ¢ por ¢t = N7 y se elimina N = ¢/7 , queda
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r(N)? = N(v7)* = (t/7)(v7)* = Dt = r(t)? (14.31)
donde se reexpres6 r como funcién de t y se definié

B 2(kpT)%?

D:72 :7)\_—
vT=Y VTmoP '’

(14.32)

magnitud que se conoce como constante o coeficiente de difusion (estrictamente, autodi-
fusion). De este modo el alcance del proceso difusivo es r(t) = v/Dt y crece con la raiz del
tiempo. En el caso del nitrégeno en condiciones ambientales se obtiene D = 1, 5x107* m?s.
Notese que si no hubiera colisiones el camino recorrido en promedio en un segundo seria
ox1 s =422 m, el que se reduce a (1,5x 1074 m?s x 1 5)*/2 = 0,01 m, es decir, solamente
un centimetro, debido a las colisiones en condiciones atmosféricas.

14.2.4. La ley de Fick

En esta seccién se reintroduce el coeficiente de difusién con un razonamiento diferente.
Considerar un gas en una tuberia en la cual la densidad del gas no es uniforme, sino que
varia suavemente con la posicion. Esto no significa necesariamente que exista un gradiente
de presién total, ya que puede tratarse de una mezcla de gases en la cual uno de los
componentes se encuentra en escasa cantidad y es el que tiene densidad variable, como
ocurriria al abrir un frasco con un liquido volatil.

A

X-A X X+A

Figura 14.8: Flujo molecular neto.

El plano imaginario més oscuro de la figura 14.8 se encuentra en la posicién x de la
tuberia. En equilibrio no hay flujo neto de gas a través de esta superficie. Por el contrario,
si la concentracién de una especie de gas varia con las coordenadas n = n(x) puede existir
un flujo neto en el sentido de z, igual al flujo que viene de la izquierda menos el que viene
de la derecha, flujos que estdan dados por la expresién (14.21). Ahora se supondra que
todas las moléculas que vienen desde la izquierda experimentaron su ltima colisién en el
plano x — A\, mientras que las que provienen de la derecha lo hacen desde el plano x + .
De este modo el flujo neto Jy estard dado por
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JN = qbizquierda - gbde’/’echu

1 1 _
= 4_} (x — N)o — Zn(x + Ao
) (n(x — ) —n(x+ X))

v dn dn
=3 n(x) + (—)\)% —n(z) — /\%>

Notar que se reconoce al coeficiente de difusién en el término %7, donde el factor
1/2 de diferencia proviene de las aproximaciones utilizadas. Es conveniente destacar que
en la literatura se encontraran diferentes valores para el factor numérico que precede a
la dependencia funcional del coeficiente de difusién, es decir, este se expresa de la forma
D = av*r, donde «a es un factor del orden de la unidad que depende de las aproximaciones
usadas. Parece razonable preguntarse cudl es el factor correcto, pero no es este el caso.
Algunos valores experimentales del coeficiente de autodifusién pueden encontrarse en
internet ', donde se encuentra que D es del orden de 5 x 107 m?s~!. La figura 14.9 usa
esos valores experimentales del coeficiente de difusién para compararlos con los calculados
usando la ecuacién (14.32) con o = 1. La curva muestra buen ajuste para el helio y el
hidrogeno, pero se separa para gases mas pesados. Corregir « tiene por efecto ajustar mejor
otros gases, pero desajustar hidrégeno y helio. La causa es que la mayor inexactitud no
proviene de la eleccion del coeficiente numérico, sino del mismo modelo.
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Coeficiente de difusién

H

== medido

== calculado

D (cm2/s)

CO:2

masa molecular (uma)

Figura 14.9: Coeficientes de difusion medidos y calculados par algunos gases simples

Sin perjuicio de lo anterior, se puede escribir:

dn
Jy=—-D— 14.33

Uhttp://www.thermopedia.com/content/696/
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que se puede generalizar al caso tridimensional como
Jx = —DVn, (14.34)

ambas expresiones conocidas como ley de Fick.

14.2.5. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad es una forma alternativa de escribir la conservacién de una
magnitud enfatizando que se trata de una ley de conservacion local. Considerar el sistema
de la figura, caracterizado por un volumen V', cuya superficie es > con normal ezterior
n, que contiene un nimero de particulas N(t), que depende del tiempo porque pueden
entrar y salir particulas. Nétese que el incremento en el nimero de particulas es dN/dt y
que debe ser igual a la tasa a la cual ingresan particulas, o bien igual a menos la tasa a
la cual salen, esta tltima dada por la integral de superficie de jN(f, t), por lo tanto:

dN — el
av_ / Tv(@t) - dS. (14.35)
ai g

Puesto que N es la integral de volumen de n y aplicando el teorema de la divergencia al
lado derecho queda:

d
dt [y
Si el volumen esté fijo -no se mueve ni se deforma- la derivada temporal conmuta con la

integral, donde es necesario notar que la derivada de n es parcial, porque depende de las
coordenadas y el tiempo, mientras que su integral solamente del tiempo, luego

n(Z, t)d*r = —/ V- JIn (T t)dPe (14.36)
v

a —

/ <—n + V- In(7, t)) d*r =0 (14.37)
v \ Ot

Ahora es necesario notar que la igualdad anterior es una identidad, es decir, se debe

cumplir para cualquier volumen V', lo que solo es posible si se anula el integrando, de

donde se deduce:

g—? +V - JIn(Tt) =0 (14.38)

expresiéon conocida como ecuacion de continuidad. Nétese que la misma ecuaciéon se puede
escribir para la masa. La derivacion de esta ecuacién supone que no existen reacciones
quimicas que generen otras moléculas o aniquilen las del gas (como ocurriria si el oxigeno
se consumiera en una combustién, por ejemplo).

14.2.6. Ecuacidon de difusion

La expresion para Jy cuando solamente existen procesos difusivos esta dada por la ec.
(14.34) como Jy = —DVn, que al reemplazar en (14.38) conduce a:

% + V- (=DVn)d*z = 0, (14.39)
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o bien

ot ox? Ot

donde se supuso que la constante de difusién es efectivamente constante, es decir, no
depende de las coordenadas. La expresién (14.40) se conoce como ecuacion de difusion.
Notese que esta ecuacién, al tener solo la primera derivada temporal, y no la segunda
como las ecuaciones de Newton (la aceleracién es a = d?z/dt?) o la ecuacién de ondas, no
es simétrica en el tiempo y por lo tanto discrimina entre el pasado y el futuro: describe
eventos que son posibles en una sola direccion. Esta ecuacion de difusién es igualmente
valida para sistemas sélidos y liquidos, pero con una constante de difusion diferente y con
diferente dependencia con la temperatura, la que ya no estd dada por la ec. (14.32)

) Pn 0
DV - =0 (D—” ~ 2" — 0 en 1 dimensién > (14.40)

14.2.7. Difusion unidimensional, ejemplo

Considererar el caso 1-D en que N particulas no interactuantes (/N grande) estéan
inicialmente aglomeradas en z = 0 y se las deja difundir. Por reemplazo directo es posi-
ble comprobar que la siguiente expresion es solucion de la ecuacién de difusion para la
densidad, ahora lineal, de particulas n(z,t):

2

N -
n(z,t) = Wovor exp (4_Dt) (14.41)

70

Solucién ec. de

0 difusién 1D

50
40

30

concentracion (u.a.)

20

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

coordenada x (u.a.)

Figura 14.10: Difusion: distribucion de particulas en funcion de la posicion a diferentes
tiempos

Es facil verificar que se encuentra normalizada al nimero inicial de particulas:

/Oo N (_xQ) dx = N (14.42)
exX xr = .
2Dt P\ 4Dt

También es facil demostrar que la dispersién es A(x)? = 2Dt, por lo que el alcance crece
con la raiz del tiempo: A(x) = +/(2Dt).

La figura 14.10 muestra el grafico n(x,t) para varios tiempos diferentes (en unidades
arbitrarias) mostrando cémo el “paquete” se abre continuamente en el tiempo, cosa que
no puede ocurrir en sentido contrario de manera espontanea.
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14.2.8. Conducciéon térmica

Considerar nuevamente la ec(14.21). La cantidad de energia que escapa por unidad
de drea y tiempo a través del agujero en la pared serd £dN/dAdt, donde £ es la energia
promedio por particula. Si ahora se considera la misma geometria de la figura 14.8, con
dos diferencias conceptuales con respecto a lo discutido en 14.2.2:

= No hay flujo neto de particulas, por lo que ¢n no depende de las coordenadas,
aunque n y v si lo hagan.

= Por el contrario, la temperatura si depende de las coordenadas y por lo tanto la
energia promedio por molécula también lo hace: & = &(x).

En estas condiciones el flujo neto de energia (por unidad de drea y tiempo) es la energia
que proviene de la izquierda menos la que lo hace de la derecha, es decir, usando la
expresién (14.21):

dF 1. o _
Jg = T Z—l[g(x — AN)nv — &(x + A\)nv] (14.43)
Notando que al no haber flujo de particulas el producto nv es constante, lo anterior queda
dFE 1
— — “nolE(e — \) — & 14.44
JE A 47%][6(33 A) —é(z + )] ( )

expresion que se desarrolla en serie con respecto a A:

dE 1 de de 1 de
_ N VSRS Lo T e ) 14.4
Ji T = 1" (5(2:) A E(x) — A > noA—, (14.45)

Ahora es preciso recordar que la energia promedio por molécula es € = rkgT/2 (r = 3
para el gas ideal monoatémico y 5 para el diatémico), lo que permite escribir

Jp = —kVT (14.46)

donde se definié la conductividad térmica k > por

K= inm/@ (14.47)

La expresién 14.46 se denomina ley de Fourier, y su generalizcion al caso tridimensional
es:

Jg = —kVT (14.48)
Puesto que la velocidad media esta dada por la ec (14.8) como (8kpT'/7mm)'/?, se puede
poner:
k3T
= A 14.49
R=rmfo o ( )

12La notacién estdndar es una letra k, pero en este contexto se puede confundir con la constante de
Boltzmann
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Si se reemplaza, ocupando la ec. (14.27) A = 1/v/2no se obtiene:

v k3T
20V ™m

(14.50)

K

es decir, la conductividad térmica no depende de la presion ni de la densidad de particulas,
sino solamente de la temperatura. Esta conclusion es inconsistente: si el transporte térmico
se realiza por medio de las moléculas, este debe anularse cuando no las hay, es decir a
presién cero. La explicacion es que la ec.(14.43) usa el camino libre medio como la distancia
a la cual se produjo la ultima colisién. La figura 14.25 indica que a un presion del orden
de 1 Pa es del orden de 3 mm, que a su vez es del orden de la separacion entre las
paredes de un termo (espacio que se encuentra a baja presion). A presiones menores la
ultima colisién se produce justamente a una distancia del orden de las dimensiones del
recipiente, 3 mm en este ejemplo. Luego, por debajo de una presién caracteristica, que
depende de las dimensiones del recipiente, la expresién para el camino libre medio en la
ec.(14.27) deja de ser valida y debe reemplazarse por un camino libre medio efectivo A,
cuyo valor es del orden del tamano del recipiente y se mantiene constante a presiones
inferiores. Al reemplazarlo en la ec. 14.47 se obtiene:

k= gnmef/@ =rP %&f (14.51)
donde r = 3 para el gas ideal monoatémico y r = 5 para el diatémico. A bajas presiones
la conductividad térmica es proporcional a la presion y asume valores insignificantes a
presiones suficientemente bajas.

Nuevamente, la conductividad térmica k de la ec (14.47) esta definida salvo una cons-
tante del orden de la unidad que depende de las aproximaciones usadas en la derivacion.

14.2.9. Ecuacidon del calor

La ecuacién del calor relaciona describe la evoluciéon temporal de una distribucion
inhomogénea de temperatura, es decir, se considera una temperatura que depende de las
coordenadas y del tiempo T' = T'(Z,t) .

Considerar un pequeno volumen d*V'. El ingreso térmico de energia (calor), ¢, generara
un aumento de temperatura dT segun:

(Cy)dT = (cvd3x)dT =gq,

donde cy es la capacidad térmica por unidad de volumen. Dividiendo por dt y tomando
el limite dt — 0 se obtiene

T (7.t
cvd?’x—a (‘(9? ) =g,

I3En rigor considerar la temperatura como funcién de las coordenadas es inapropiado, por cuanto esta
magnitud se definié para un sistema en equilibrio, en el que debe ser constante. En la practica se trata de
una buena aproximacién siempre que el tamano del sistema sea mucho mayor que el camino libre medio.
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donde el punto () representa derivada temporal, mientras que la derivada temporal de la
temperatura se escribidé explicitamente como parcial, porque la temperatura depende de
las coordenadas y el tiempo. Integrando sobre un volumen finito V' se obtiene

T(Z,t . .
/cdeBx:Q:—/ Ty - d3,
v ot (V)

donde el signo menos proviene de que la normal a la superficie apunta hacia afuera de esta
y el flujo del vector Jg es energia que escapa del volumen V. Aplicando luego el teorema
de la divergencia y reordenando queda:

oT(Z,t) AV

Esta igualdad debe cumplirse para cualquier volumen V| lo que significa que el integrando
debe anularse y por lo tanto:

oT(Z,t) ~
Co——" =V - Jg =0,
ot F
lo que constituye una ecuacién de continuidad para la energia.
Si ahora se aplica la ley de Fourier Jp = —kV'T y se supone que k es constante, se
obtiene:
oT' (%t
BN G g,
ot
o bien, reordenando y poniéndola en la forma estandar:
1 0T
Vi - —— =
Cyk Ot

El producto ¢,k se denomina a veces difusividad térmicay la ecuacién anterior ecuacion
del calor

Es importante destacar que la ecuacién del calor y la de difusion tienen la misma
estructura (son realmente la misma ecuacién), puesto que representan procesos del mis-
mo tipo. Nétese que en el estado estacionario, en que nada depende del tiempo, ambas
ecuaciones toman la forma V27T = 0, ecuacién de Laplace familiar por los problemas de
electrostatica, que son analogos.

La ley de Fourier también se puede deducir a partir de consideraciones mas generales.
Si la temperatura es homogénea, no hay flujo térmico, por lo que Jg debe depender de la
derivada (en 3D, el gradiente) de la temperatura:

Jg = Jp(dT /dx)
que se puede desarrollar en serie de Taylor como
JE' = JE(dT/d.CE)‘dT/dx:() + cte X (dT/dZ’) + ...

donde el primer término debe anularse porque no existe flujo térmico si la temperatura es
homogénea. Se supuso ademas que la variacién de la temperatura con las coordenadas no
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es demasiado pronunciada, lo que permite truncar el desarrollo en el primer término no
nulo. Finalmente, el flujo térmico debe ir en la direcciéon en que la temperatura decrece,
por lo que la constante debe ser negativa y:

Jg = —k x (dT'/dzx)

que en el caso tridimensional es:

jE = —kVT

El valor de x debe ser determinado experimentalmente de modo independiente.
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14.3. Integrales ttiles

Las siguientes integrales son tutiles para esta seccion:
0 1/2
—az? . T
/0 e dr = 20172
ee 2
/ re " dr = (1/2a)
0

(9] 1/2
2 T

1’26 ar dr = )

0 4o/

& 1
/ e dp = —
0 202

3 7.‘_1/2

oo 5
4 —ax
z'e de = ———
/0 8 ab/?
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Capitulo 15
Radiacion térmica

La existencia de la radiacion térmica se conoce de tiempos inmemoriales, empezando
por la radiacién solar. Se puede detectar de manera simple colocando las manos frente
a una estufa infrarroja, en cuyo caso lo que se percibe es el calentamiento debido a la
radiacion térmica. Si se toca la estufa, se percibe el flujo térmico por conducciéon. En
cambio, si las manos se colocan por arriba, se percibe una corriente de aire caliente
(conveccion). De este modo la propagacién térmica puede atribuirse a tres mecanismos
diferentes:

1. Conduccion, corresponde a la propagacion de energia asociada a movimientos atomi-
cos, preferentemente traslacionales en el caso de los gases y vibracionales en liquidos
y solidos. La ley de Fourier establece que la densidad de corriente de energia es
proporcional al gradiente de la temperatura y en sentido contrario, siendoa k, la
conductividad térmica, la constante de proporcionalidad Jp = —kVT.

2. Conveccién, que es transferencia térmica asociada a transferencia de masa.

3. Radiacion, que es la transferencia a térmica no mediada por particulas materiales,
sino por el campo electromagnético. En este caso lo que interesa es determinar el
vector densidad de corriente de energia radiante fmd, energia radiada por unidad
de drea y tiempo en la direccién del vector. Sus unidades son Jm 2571

15.1. El cuerpo negro

Generalmente se denomina “negro” a un objeto que no refleja la luz, propiedad que
también se aplica a la definicion fisica: se llama cuerpo negro a aquel que absorbe la
totalidad de la raciacién que incide sobre él. Esta definicion se refiere a todo el espectro,
no solamente al visible, incluyendo también el infrarrojo, ultravioleta, etc.

15.1.1. Realizacion experimental del cuerpo negro

Una forma de construir una aproximacion al cuerpo negro es por medio de una cavidad
con un pequeno agujero. Como indica la figura, un haz de luz que ingrese por la abertura
chocaré en la superficie interna, donde una parte es absorbida y otra reflejada con menor
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intensidad. Al repetirse el proceso, la intensidad del haz disminuye en cada reflexion, por
lo que la energia que puede volver a escapar por el agujero es despreciable. La refleccién
en realidad no es especular sino difusa, lo que no cambia la base del razonamiento.

Figura 15.1: Realizacién experimental del cuerpo negro

15.1.2. Emisividad

Los objetos reales no son en general cuerpos negros, ya que no absorben toda la
radiacion incidente sino solo una fraccion. Se define la emisividad € como la fraccién de la
radiacion incidente que es eefectivamente absorbida. Naturalmente 0 < € < 1. En general
los metales muy pulidos tienen emisividades bajas a temperatura ambiente. Los objetos
rugosos o corroidos la tienen mas alta, y las emisividades se aproximan a la unidad a
medida que aumenta la temperatura.

Asignar una emisividad es una aproximacién: los cuerpos reales no necesariamente
pueden describirse por medio de la misma, puesto que pueden absorber y reflejar de
diferente manera dependiendo de la longitud de onda.

15.1.3. Radiacién en la cavidad

Considerar la figura 15.2.

Figura 15.2: Radiacion en el interior de una cavidad en equilibrio

Sobre el cuerpo de emisividad € incide una densidad de corriente de energia Jg. Puesto
que solamente absorbe una fraccion €J,.q, la energia no absorbida debe ser reflejada como
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(1 — €)Jyqq. Por otra parte, al estar el cuerpo en equilibrio su temperatura no puede
aumentar ni disminuir, por lo que debe irradiar una energia igual a la absorbida eJg.
Luego, la energia proveniente del cuerpo es:

Jemitida + Jreflejada = EJE + (1 - E)JE = JE (151)
Este resultado se conoce como ley de Kirchhoff y tiene las siguientes consecuencias:

1. El cuerpo negro es el mas brillante.

2. No se puede distinguir los cuerpos en el interior de la cavidad en equilibrio, aun-
que tengan diferentes emisividades. En efecto, al mirar al interior de un horno a
alta temperatura (por ejemplo al rojo, unos 1000 °C'), tipicamente un crisol con su
contenido, no se los puede distinguir a menos que se ilumine desde el exterior. En
este caso la luz del exterior no esta en equilibrio y es lo que permite diferenciar los
objetos.

15.2. Radiacién en una caja

Sea FE la energia promedio contenida en el volumen de la caja de la figura 15.2. Se
define la energia promedio por unidad de volumen u por:

u =

<&

Es necesario disponer de relaciones constitutivas para la radiacién en una caja (ecua-
ciones de estado), en particular la relacién entre la presién y la energia. Existen varias
formas de obtenerla:

1. Usar la descripcion cuantica, lo que presenta la ventaja de obtener la radiacion
espectral, es decir, la descomposicién en sus frecuencias, lo que se postergara para
el final del capitulo.

2. Recurrir a las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo, de las que se puede
deducir una relacién entre presién y densidad de energia (no tiene nada que ver con
fisica cuantica).

3. Usar suposiciones ad hoc (derivadas de la relatividad especial), lo que tiene la ventaja
de permitir usar el formalismo desarrollado para la teoria cinética de los gases. Es
esta la opcion que se usara aqui.

15.2.1. Fotones

FEinstein introdujo la idea de que la luz se encuentra compuesta por particulas sin
masa -después denominadas fotones'- que se mueven siempre a la velocidad de la luz ¢, y

!Einstein los denominé cuantos de luz. El término fotén fue introducido por el quimico Gilbert Newton
Lewis en 1926
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transportan energia, momento lineal y momento angular. Sea €; la energia promedio de
cada foton y N el nimero de fotones. Se define la densidad volumétrica de fotones del
mismo modo que en un gas ideal, como n = N/V. Notar que entonces:

u:E/V:Na/V:nEI

Distribucion de velocidades de los fotones. Teniendo todos los fotones la misma
velocidad ¢, su distribucién de velocidades depende solamente de los dngulos. Como estos
son aleatorios dentro de la cavidad, se puede poner:
1 ds)
d*P(0, ) = —sen0dfdp = — 15.2
donde la expresion d§2 = sen 0dfdp se denomina elemento de angulo sélido. Es inmediato
verificar que la integral sobre los dngulos arroja la unidad, estando d? P bien normalizado.

Momento de los fotones.

El momento lineal de una particula masiva es p = mwv, expresiéon que no se pue-
de extender a los fotones carentes de masa. Por otra parte, una particula masiva tiene
energia cinética mwv?/2, por lo que su momento se puede expresar como p = 2FE /v. Por
motivos dimensionales, el momento debe ser el cociente entre la energia y la velocidad,
aunque el andlisis dimensional no permite determinar la constante de proporcionalidad
(adimensional). Einstein establecié que momento de un fotén -en este caso promediado a
temperatura T- sera

p1=¢€/c

El momentum transferido a la pared por un fotéon que chocara contra esta con un

angulo de incidencia 6 seria entonces:

Ap; = 2€cosf/c (15.3)

15.2.2. Presion del gas de fotones

Presién de radiacion  La presién ejercida por los fotones sobre las paredes de la
cavidad se puede calcular usando el mismo razonamiento empleado para el gas ideal.
Reescribiendo la ecuacién (14.22) adaptada para los fotones y refiriéndose a la misma
geometria de la figura 14.4:

d*Ap(0, ¢; ¢ = cte) = (d* AN otisiones) (Ap1)
=n (AcAtcosf) (sen Hdwde) (26 COS@)

47 c

Vol. cilindro ~~ - ~~ -
Distrib. veloc. Amomento
neAcAt
= [ ——— ) cos® A sen Odfdy
2mc

Integrando con respecto a los dngulos y notando que né = u queda
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2 s
Ap = uAAL / / cos® O sen Odfdyp = uAAL 27T1 = uAAL
2m —0Jo—0 2m 3 3

La fuerza ejercida por los fotones sobre el sector de area A de la pared es entonces

_Ap  uA
At 3
y la presién ejercida por el gas de fotones sobre la pared es:
Fu
P = — = —
A 3

que es la ecuacién de estado del gas de fotones?.

15.2.3. Adiabaticas del gas de fotones

Es facil obtener las adiabéticas del gas de fotones, notando que £ = uV = 3PV y
usando la expresion:

dE = TdS — PdV
d(3PV) = 3PdV + 3VdP = TdS — PdV
TdS = 4PdV + 3VdP

Definiendo v = 4/3 e imponiendo la condicién adiabética dS = 0 queda:

vdV/V +dP/P =0
vyIn(V) + In(P) = cte

PV = constante

Las adiabaticas son similares a las de un gas ideal con coeficiente adiabético v = 4/3.

15.3. Termodinamica de la radiacion

Considerar la ecuacion de Euler 9.47:
E= Z & X,
ahora aplicada al caso E = E(S,V) con lo que {s =T y & = — P
E=TS—-PV=TS-E/3

2La existencia de la presién de radiacién fue sugerida por Képler para explicar que la cola de los come-
tas simpre apunta alejandose del sol, sea que el cometa se esté acercando o alejando a este. Fue predicha
por Maxwell, a partir de sus ecuaciones en 1862 y determinada experimentalmente en los primeros anos
del s. XX (P. Lebedev, 1901, Untersuchungen tiber die Druckkréfte des Lichtes, Annalen der Physik; 1901
y Nichols, E.F y Hull, G.F. (1903), The Pressure due to Radiation, The Astrophysical Journal, Vol.17
No.5, p.315-351)
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con lo que -
_ 4F

A4F/3 =TS S=—

/ ¢ 3T

Si se considera la radiacion en la cavidad de volumen V' constante, dV =0y

dE =TdS — PdV = TdS (15.4)
dE 4F 4 (dE  EdT
s 1F g(AE) (0 155
de donde se despeja:
dE 74dT
E T

InE = 4In(T) + cte
E = constante x T*,
u= E/V = constante’ x T*

donde la constante se reescribe como constante’ = 4o /¢, siendo
0 =5,670512 x 107° Wm 2K !

denominada constante de Stefan-Boltzmann. En este formalismo la constante debe ser
determinada por una medicion experimental. No obstante, se sabe que ¢ se puede expresar
en términos de otras constantes fundamentales como o = 27°k*/(15h3¢?), donde h es la
constante de Plank.

Con todo lo anterior, las ecuaciones de estado de la radiacion en una caja son:

p=12
3
u:4—0T4
C
o bien
E
PV ==
3
4oV
=0 (15.6)
C

Notese que la presion depende solamente de la temperatura y es independiente del
volumen. Si el sistema se expande o comprime bajo condiciones isotérmicas la presion no
cambia, situacién muy diferente a la de un gas compuesto por moléculas. El ntimero de
moléculas en un sistema cerrado es constante, pero no asi el de fotones, que se crean o
aniquilan en la expansion y compresion isotérmicas, respectivamente.
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15.4. Ley de radiacién de Stefan Bolzmann

Considerar nuevamente la figura 15.1. La tasa de efusion de fotones a través del agujero,
supuesto pequeno, estd dada por la ec. (14.21), donde la velocidad promedio © debe
reemplazarse por ¢, la velocidad de los fotones. Luego la densidad de corriente de efusién

de fotones sera: .
Jfotones = —nc

4

La emision de energia por el agujero J,..q se obtiene multiplicando el nimero de fotones
que escapa por su energia promedio €, luego

1 _ 1
Jrad = JEe = quc (15.7)
donde se usé el hecho que u = ne. Si el agujero es suficientemente pequeno, u estd en muy
buena aproximacién (exacta en el limite en que el drea del agujero tiende a cero) dado
por su valor de equilibrio (15.6), que al reemplazar conduce a:

Jrag = 0T, (15.8)

relacion valida para un cuerpo negro. Si el cuerpo incandescente no es un cuerpo negro
sino que tiene una emisividad ¢ se escribe:

Jraa = €aT?, (15.9)

Esta expresién se conoce como ley de radiacion de Stefan Boltzmann. La constante
de Stefan-Boltzmann o tiene el valor ¢ = 5,670 374 419... x 107® Wm=2K~*. Como
consecuencia de la normativa del ano 2018 no tiene error, pues al ser un valor definido en
términos de otras constantes exactas, es exacta también *.

15.5. La ley de Plank

El ano 1900 Plank presenté un modelo que describia correctamente los datos ex-
perimentales relativos a la radiacion del cuerpo negro, utilizando electromagnetismo e
introduciendo un concepto totalmente injustificado para la época, que originaria la fisica
cuantica. La discusién se inicia introduciendo la hipdtesis de Plank y luego determinando
las posibles frecuencias de las ondas electromagnéticas en la cavidad (problema de fisica
clésica) para combinarlo finalmente con la hipétesis de Plank.

15.5.1. La hipétesis de Plank

El procedimiento clasico para calcular la energia en la cavidad parte del electromagne-
tismo, donde se demuestra que la densidad de energia del campo electromagnético depende

3La ley fue encontrada experimentalmente por Stefan y derivada tedricamente por su ex alumno
Boltzmann. El valor y precisiéon de la constante se pueden consultar en https://www.nist.gov/pml/
fundamental-physical-constants
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del cuadrado del mismo. Siendo el campo una funcién, se descompone en infinitos térmi-
nos independientes (escribiéndolo en términos de una base del espacio de funciones, de
dimensién infinita), cada uno de ellos cuadratico. Si se aplica el teorema de equiparticién
de la energia, a cada modo le corresponde una energia promedio k7'/2. El problema es
que el nimero grados de libertad es infinito y la energia promedio calculada de este modo
diverge, lo que no tiene sentido y evidencia una falla profunda en la descripcién clasica
de la materia.

En el dltimo ano del s XIX, Max Plank planteé una hipétesis ad hoc sin justificacién
clara: la luz puede ser absorbida o emitida solamente en montos discretos de valor hv

e = h (15.10)

donde h = 6,626 070 15 x 1073* Js es una constante, denominada constante de Plank. Al
ser un valor establecido por definicidén, es exacta y carece de error .

Esto significa que la absorcién de uno de estas unidades de luz -fotones- lleva a un
microestado (de la cavidad) de energia ey = hv, la de un segundo a un microestado
€9 = 2hv o en general al microestado n-ésimo de energfa:

e(v), = nhv

para cada modo. La energia promedio asociada a un modo de frecuencia v se obtiene
calculando la suma sobre estados correspondiente:

Z =Y, exp(—nfhr) = 1+ exp(—hv) + exp(—2hv)...

donde se reconoce una serie geométrica y por lo tanto
1
7 —
1 — exp(—Lhv)
La energia promedio se calcula como

L N C A
fv) = In(Z) exp(Bhv) — 1

Es interesante estudiar dicha funciéon en términos de la temperatura. Si esta es muy
baja, f — oo y la energia promedio tiende a cero, a cualquier frecuencia. Por otra parte,
si la temperatura se hace muy grande, f — 0 y la energia promedio tiende a k7', similar
al previsto por la estadistica clasica (que tiene que suponer dos grados de libertad). No
obstante, a una temperatura dada, siempre existe una frecuencia por encima de la cual €(v)
tiende rapidamente a cero, lo que elimina la divergencia y resuelve el problema esencial.

Falta aun calcular la densidad de energia en la cavidad, para lo que se debe determinar
el numero de modos asociados a una misma frecuencia v, asunto puramente técnico que
se trata en las secciones siguientes. °

(15.11)

4Plank propuso que la emisién y absorcién de energia se realizaban en montos finitos, cuantos, de
a uno cada vez, con energia hv. El valor aceptado puede encontrarse en http://physics.nist.gov/
cgi-bin/cuu/Value?h.Einstein generalizé esta hipdtesis cinco afios después al introducir el concepto de
fotén

5Nétese que las energias de los microestados anteriores son los mismos del ejemplo descrito en la ec.
(13.7) con la salvedad que no aparece el término 1/2 y que ahora se expresa la energfa en términos de la
frecuencia y no de la frecuencia angular. Luego la funcién suma sobre estados es la de la ec. (13.8) sin el
término exp(—pBhw,) en el numerador
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15.5.2. Ondas estacionarias en una cavidad

En primer lugar debe establecerse que la radiacion del cuerpo negro es campo electro-
magnético y por lo tanto obedece a las ecuaciones de Maxwel, de las que se deduce que los
campos eléctrico y magnético satisfacen la ecuacién de ondas, la misma estudiada para
una cuerda en el curso de sistemas newtonianos, pero para una onda v que se propaga
con la velocidad de la luz c:

0% 1 o*p 0
ox? ¢ ot?
En el caso 3D se generaliza a:
1 0%
2
_ 29y 15.12
v 2 Ot? ( )

Es un procedimiento comun realizar el analisis espectral, que consiste en suponer que
todo el sistema oscila con la misma frecuencia angular w, con lo que la funcién ¢ se puede
escribir en la forma ¥(Z,t) = ¢(Z)e™’. Luego, al reemplazar en la ec.(15.12) se obtiene la
ecuacion de ondas estacionarias para ¢:

2
V2 + %gﬁ = V2 + k2 =0 (15.13)

donde se definié £k = w/c (no hay riesgo en este contexto de que k se confunda con la
constante de Boltzmann). Ahora el problema es establecer cuéles son los valores posibles
de las frecuencias, lo que requiere establecer las condiciones de borde para el campo
electromagnético.

15.5.3. Condiciones de borde periédicas 1D

En una dimesion la ecuacién (15.13) se reduce a:

2

d
Tt Ko =0 (15.14)

que tiene por solucién funciones de la forma ¢(x) = Ae?*® donde A es una constante. En
lugar de recurrir al electromagnetismo para colocar las condiciones de borde, se usara la
construccién de la figura 15.3, en la cual la cavidad unidimensional se copia indefinida-
mente hacia la derecha y hacia la izquierda, imponiendo que lo que ocurre en cada una
de las copias sea exactamente lo mismo que en la cavidad.

L
-

\
X=0 X=L

Figura 15.3: Condiciones de borde periédicas en un sistema 1D

Formalmente, lo anterior equivale a extender la funcién ¢(x) definida en el intervalo
[0, L] a todo el eje x, con la condicién de ser una funcién periddica de periodo L, es decir:
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¢(z+ L) = ¢(x)
luego:
exp(ik(x 4+ L)) = exp(ikx)

y por lo tanto:
exp(ikL) =1 (15.15)

La condicién anterior determina que solo algunos valores de k son aceptables y que
estos deben ser miltiplos enteros (positivos o negativos) de 27/L, es decir, k(n) =
2nm/L, n € Z, condicién que ademds establece que las frecuencias angulares deben ser
de la forma w, = 2nnc/L, n € Z.

15.5.4. Condiciones de borde periédicas 3D

Considerar ahora el problema 3D, en el que se supondra por simplicidad que la cavidad
es un cubo de lado L y volumen V = L3. Las condiciones de borde -periédicas- se generan
ahora repitiendo la cavidad a lo largo de los tres ejes e imponiendo que en cada una de
las cavidades imaginarias ocurra lo mismo que en el volumen V. Se puede verificar por
inspeccién que una funcién de la forma ¢ = Aexp(ik - Z) es solucién de la ec. (15.13).
La aplicacién de las condiciones periddicas a lo largo de los tres ejes conduce a que los
tres componentes del vector k estén sujetos a una condicion analoga a la encontrada en
la seccion anterior:

ky = ky(n) =2nn/L, k, = ky(m) =2mn/L, k, =k,(r) =2rz/L, n, m, r € Z

De este modo las posibles frecuencias angulares del sistema estan dadas por la expresion:

4 c?
w2 = 72 (n*+m*+r%)n, m, reZ

mientras que las frecuencias v, recordando que w = 27y, lo estaran por:

2
VTszT - %(nz + m2 + T2) n, m,r S Z (1516)

Cada una de las soluciones ¢, (Z) = A exp(iEmm -7) de la ec. (15.14) se denomina
un modo y corresponde a una solucion linealmente independiente de la ec. de ondas en la
cavidad. Los A,,,, son constantes.

15.5.5. Numero y densidad de modos

El problema es ahora calcular el nimero de modos entre dos frecuencias v y (v + dv).
Para esto conviene imaginar que las frecuencias se pueden representar como un “vector”
en un espacio tridimensional discreto dividido en celdas de lado ¢/L como indica la figura
15.4 (desde luego no existe tal vector, es solamente una imagen geométrica: el vector es

kn,m,r) .

Universidad de Chile. Version beta en desarrolla274



ey

Figura 15.4: Determinacion del nimero de modos

El volumen de una celda es (¢/L)3. Si v es suficientemente grande, el niimero de celdas,
y por ende el de modos N(v), en el interior de una esfera de radio v serd el cociente entre
los volimenes (en el espacio de frecuencias) de la esfera y la celda:

N(v) = Volumenesfera _ 4713 /3 _ A3 V.
Volumeneiga (¢/L)3 3c3

donde V = L3 es el volumen de la cavidad. Luego el nimero de modos con frecuencia
menor que v por unidad de volumen de la cavidad n(v) serd N(v)/V:

4713
3c3
Finalmente interesa el nimero de modos por unidad de intervalo de frecuencias (y

volumen), es decir el nimero de modos con frecuencias en el intervalo entre v y v + dv
(por unidad de volumen de la cavidad), el que se obtiene diferenciando n(v):

n(v) =N()/V =

4 2
dn(v) = 7;;/ dv = g(v)dv
donde
Amrp?
g(v) =

3
se denomina densidad de modos por unidad de volumen e intervalo de frecuencias.

Si se revisa el razonamiento anterior, se encuentra que el calculo corresponde a una
onda escalar cualquiera confinada a la cavidad, no habiéndose usado en ninguna parte que
se trata de una onda electromagnética. Puesto que el campo eléctrico es un vector, a cada
vector /;nmr le corresponderian tres soluciones independientes, una por cada componente.
Sin embargo el campo eléctrico satisface la primera ecuaciéon de Maxwell en el vacio:
V.-E= 0, lo que restringe el nimero de componentes independientes a dos. Otra forma
de llegar a la misma conclusion es notar que las cuatro ecuaciones de Maxwell describen
dos vectores, los campos eléctrico E y magnético B’, con seis componentes. Luego, el
numero de componentes independientes es Neomponentes — Necuaciones = 6 —4 = 2. En
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resumen, una onda electromagnética tiene dos modos por cada punto del espacio discreto

representado en la figura 15.4 y su densidad de modos se obtiene multiplicando g(v) por
dos:

12

gem(v) = (15.17)

3
donde el subindice gj; indica que se trata ahora de una onda electromagnética.

15.5.6. Ley de radiacion de Plank

La ley de radiacién se obtiene combinando el resultado anterior (15.17) con la energia
promedio por modo determinada en la ec. (15.11). La energia promedio asociada a cada
frecuencia debe ser la energia promedio de un modo de dicha frecuencia por el niimero
de modos o, dicho de otro modo, la densidad de energia en la cavidad asociada a esa
frecuencia, denotada como dn/dv serd la energia promedio del modo por la densidad de
modos:

dn (V) x ) hv Smv?

— =¢(v v) =

dv JEM exp(Bhv) —1 3
La potencia irradiada por unidad de area y tiempo por un pequeno orificio esta dada

por la ec. (15.7) J.qq = uc/4, que aqui se reexpresa por unidad de intervalo de frecuencias
como:

(15.18)

dJq 1d 2mh 3
d = ——nc —= T v (1519)
dv 4 dv & exp(Bhv) — 1
expresion conocida como ley de radiacion de Plank.
Es importante verificar que el resultado anterior es consistente con la ley de Stefan-

Boltzmann descrita por la ec.(15.9):

* dJred 2h [ V3
ad = dy = —— _——d
Jraa /V:o v T,y eap(Bh) -1

la que, haciendo el cambio de variables v = z/fh conduce a:

Tt = 2mh /°° z3 2m°k* T

A (Bh) J,— exp(z) — 1 * T 15ens

donde se reemplazo el valor de la integral, que es 71/15. Reemplazando los valores de las
constantes y evaluando se reobtiene:

2okt

T = 5,670 367 x 10 Wm 2Kt =0
C

donde o es la constante de Stefan-Boltzmann introducida en la seccién 15.4.
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