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1. Probabilidades y fisica

1.1. Cambios irreversibles
fuente: Reif

= Def.: Un sistema estd en equilibrio cuando su estado macroscopico no cambia
en el tiempo.




= Ejemplo: consideramos un volumen con una particion imaginaria, y donde
f1y f2 son las fracciones del nimero de particulas a ambos lados. f; y fo
describen el estado macro del sistema. Hay 2V combinaciones posibles de
como distribuir N particulas entre los dos lados. Para N = 10?3, 1a frecuencia
enque fo =0es 27 ~ 10722

1.
n+n=N

= Podemos forzar una situacién en que todas las particulas estdn en 1, pero el
gas tiende a ocupar todo el volumen porque es la configuracion mas probable.

= Un sistema aislado y en equilibrio se encuentra en el estado macroscépico
correspondiente a la configuracién microscépica mas frecuente.

En el ejemplo, asignos una variable s; a cada particula, con s; = 1 si 7 esta
al lado izquierdo, y s; = 0 si no, entonces la configuracién microscopica es
{sitV ). fi= % corresponde a la config. microscopica mas frecuene.

Siguiendo con el ejemplo, el nimero de particulas en un volumen reducido V,
es (NV,/V'), y en promedio cada particula ocupa un volumen v; = V/N.

De la misma manera, si la energia total es £, la situacion mas probable es que
esta energia se distribuya uniformemente entra las particulas, de manera que la
energia promedio por particula (¢) = /N también es la energia mas frecuen-
te por particula (por oposicion, por ejemplo, a que la mitad de las particulas
se queden con 0 energia y el resto con 2E/N).

1.2. Calory temperatura




1.3.

Consideramos dos sistemas A y A’ en contacto, de manera que el conjunto A*
es un sistema aislado.

Las moléculas de Ay A’ pueden intercambiar energia a través de la particion.
La configuracion microscépica mas frecuente de A* es cuando la energia total
estd distribuida igualmente entre todas las particulas de A* = (¢) = (€').

Si inicialmente (€) # (¢'), llegamos a equilibrio con £ + Ey = E} + Ej.
Definimos el calor () como la cantidad total de energia cinética microscépica
intercambiada,

Q=E;—E =AU, Q =E;—E =AU. (1)

Si(e >¢€) — ,AE <0, calza con definicion empirica de temperatura =
T  (e), i.e.

3
(€) = §kT' (2)
Tarea: Reif problemas 1.9 a 1.13, Cap 6 Feyman I.

Ensemble Estadistico

Podemos definir un conjunto grande de N\ subsistemas de un sistema A, llama-
do “ensemble”. Alternativamente podemos considerar A realizaciones imagi-
narias de A en un ensemble de sistemas A, o el mismo sistema A observado
en N tiempos distintos.

Un experimento en un sistema A puede tener « resultados mutuamente exclu-

sivos. La probabilidad de que ocurra el resultado r,conr =1,--- |, es
N,
P.=— 3
N )

en que hemos ejecutado el experimento en N copias de A y obtenido N,
resultados 7.

Para dos experimentos distintos, con resultados r = 1,--- ja,ys=1,---, 3,
P(ros)=P.+ P,. 4)
Siry s son estadisticamente independientes,

P(rys)= P.Ps. 5)




Valores medios
= Consideramos una variable aleatoria u que puede tener valores uj, - - - , U,
como resultados de un experimento.
= Valor medio (o valor esperado):

(u) =>" P, (6)
r=1

y para una funcién de wu,

(fw) = P fluy). (7)

= Siu y v son independientes,

a B
(fw)g(®) =D Prg(u) Pg(vy) = (f()){g(v)) (8)

r=1 s=1

= La dispersion mide las desviaciones tipica en torno al valor medio:

o(u) = v ({(u—(u))?). ©)

1.4. Distribuciones binomial y Gaussiana

Ejemplo: sistema de spins Fuente: Feynman I, 34+35
= Para fijar ideas, consideramos un ejemplo préctico: la distribucién de momen-
tos magnéticos microscopicos. Existen 3 tipos de propiedades magnéticas:

* Materiales diamagnéticos: no poseen dipolos magnéticos /i permanen-

tes. Su acoplamiento con B es débil. Ejemplos: vidrio, cobre, o agua.

» Materiales paramagnéticos: tienen dipolos magnéticos fi permanentes.

Su acoplamiento con B es mas fuerte que en el diamagnétismo. Ejem-
plos: oxigeno, titanio.

» Materiales ferromagnéticos: tienen dipolos permanentes con comporta-

miento colectivo ordenado. Su acoplamiento con B es el mas fuerte.
Ejemplos: Fe, Co, Ni.

La mayoria de los materiales tienen algin tipo de acoplamiento magnético...

https://www.ru.nl/hfml/research/levitation/diamagnetic-levitation/
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Para corrientes macroscépicas cerradas, U = —m - é, con m = I.S momento
dipolar magnético.
Para entender las propiedades magnéticas de la materia estudiaremos el origen
de los dipolos microscépicos.
En el atomo de Bohr los e- tienen Orbitas circulares, con velocidad v.

v

La intensidad de corriente en este circuito es —€5.

El dipolo microscépico ji correspondiente a esta corriente es

v, e mur . e -
fh=—e—7mnr-=—= i=—-——17L]|
27r 2 m

en que L es el momentum angular orbital.
Resulta de mecdnica cudntica que L, = nh, con i = 5- 6,62 107%* I s.

Protones, neutrones y electrones giran en torno a un eje propio. A esta rotacion
se le llama spin, como la Tierra tiene spin.
El momento magnético asociado es

. h
7=2002319-25 conS. = 2 yn=+1.
2m 2

Notar que si bien el neutrén no tiene carga neta, si tiene /i (~ como si tuviese
una carga negativa).
En general ponemos
fi=g-L
2m’
en que g es el factor de Landé: g = 1 para mov. orbital, g ~ 2 para spin.

Para un atomo polielectronico, se suman vectorialmente los momentos de cada
constituyente del atomo. Por ejemplo, si » Li=0y > S, = Scons= z,
y si se anula el spin nuclear, el momentum angular total del 4&tomo es como el
spin de un solo electron.

Energia de interaccion con B:U=— i - B = los dtomos tendrdn tendencia
a acercarse a regiones de alto B, y alinearse /7 || B.

Describimos el estado del sistema con su magnetizacion M = Zfi 1 i
Debido a la excitacion térmica, los momentum magnéticos no alcanzaran un
orden perfecto. Pero podemos usar fisica estadistica para estimar el valor es-
perado y la dispersion de M.
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Supongamos que en presencia de un campo B, un spin tiene probabilidad
P(t)=p.yP(l)=q=1-p.

La probabilidad de una configuracién particular con n spins Ty m spins | es
Pi(n,m) = p"q™. Pero existen C'y(n) tales configuraciones, de manera de la
probabilidad total de observar n spins T es P(n) = Cy(n)p™q™.

Cn(n) es el nimero de maneras de seleccionar n spins 1 en N dtomos (i.e.,
es el nimero de maneras de distribuir n bolitas en N cajas, cabiendo 1 bolita
por caja).

Unos argumentos simples permiten concluir que Cy(n) = H,(NLLH),, 0 sea
NI
P(n) = mp"qm, distribucién binomial. (10)

La magnetizacion del sistema de /V spins idénticos es M = >, i, y en com-
ponente Z || B, M, = Npto — Mmpto = (2n — N) .

La probabilidad asociada a un estado de magnetizacién es P(n).

tarea: se demuestra que (i) = pio, (M) = Nppo, y 0*(M) = (M —
(M))?) = Npqu?. Ayuda: convencerse que sin = S | o, con o = 0,1,y
P(a = 1) = p, entonces

(n) =Y [ Piles = ailrs)) Zaz‘ = o), (1D

Y r; =1 i

en que los r; = 0, 1 rotulan el estado de cada «;.

Siguiendo con el sistema de spins, con M = (2n — N)u, y P(M) = P(n), si
N > 1 definimos la densidad de probabilidad de M P:
dM

P(M)dM = P(M) R

(12)
donde % es el namero de valores discretos de M en dM.

La probabilidad que M € [M, M + dM] es PdM.
Valor medio para distribucion continua:

(f(u) = / P () f(u)du. (13)
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= Usando la férmula de Stirling, se demuestra (tarea) que si N > 1, la distribu-

cién binomial es muy angosta en torno al valor mdximo n = Np, y

P(n) = P(1) exp (—M) ,

en que normalizamos [ P(n)dn =1,y P(n) = W

2. Entropia

2.1. Estados de un sistema macroscoépico

Niveles cuanticos Fuente: Reif 3
= | particula en un pozo de potencial infinito:

h? min?
ID—F=——
2m L2’
m 2 2
n2
= Atomo de hidrégeno:
1
E, = —13,6eV—;, con n numero cuantico principal.
n

(14)

(15)

(16)

(17)

= En un dtomo en general con Z electrones se llenan las capas electronicas.

ta
A AV A

% 2p

Increasing Energy

N

Numero de estados accesibles a 1 particula

O (F): # de estados con energia < E.
Q(E): # de estados con energias entre £y £/ + dE.

d
QF)=®(FE+dE)—d(E) = j—EdE.
s Pozo 1D: I
P(E)=n=—V2mE
(B)=n=—V2m
s Pozo 3D: X
14 4, w (L 3
= —(= =— | — 2mE
o(5) = Gt = (55) (m)’

(18)

(19)

(20)
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Numero de estados accesibles para un gas ideal
= Energia gas ideal:

promedio por grado de libertad
=~

E = f (€) : (21)
<~
# de grados de libertad

= Como cada particula es independiente de las otras,
®(E) = o((c))’. (22)

= De Ec.[I9]
B((€)) = 2 /Bm(e) ox {e) 23)

= — Para el gas ideal completo,

®(E) (-) . (24)

Aproximacion clasica

= Podemos aproximar a un continuo de niveles de energia si
AE < kT, (25)

donde AF es la separacion tipica entre niveles cuanticos.
= Ademads el principio de incerteza de Heisenberg en posicion-momentum,

h

relaciona la precision con la que se puede medir g y p.

= De la dualidad onda-particula p = h/)\, donde A es la longitud de onda asocia-
da a la particula. Tipicamente Ap es un porcentaje de p, y ponemos Ap < p.
Entonces en el mejor de los casos Ag ~ .

= Podemos pasar a un tratamiento corpuscular si la distancia tipica entre molécu-
las s > Ag, o sea si
s> A (27)

= Recuperamos el resultado de Ec. en el espacio de fase (¢, p) para 1 solo
grado de libertad: el nimero de celdas independientes Ag x Ap, con p <

V2mE, es ,
L L
P P omE. (28)

(I)E:— = — =
( 2m) AqgAp h




Interaccion termal y entropia

Consideramos un sistema aislado A* compuesto de dos subsistemas A y A’
que solo pueden intercambiar calor: sus pardmetros externos estan fijos.

E+ FE = FE* = Cte. (29)

Teorema: Si todos los estados accesibles a un sistema aislado tienen igual
probabilidad, el sistema estd en equilibrio.

Demo: (f) = SN | P.f,,con P, = 1/N — (f) no depende de t.

El siguiente corolario es postulado: Los estados accesibles a un sistema aisla-
do y en equilibrio son igualmente probables.

La probabilidad asociada a una cierta energia para A C A* es
O(E) dd AE
Wotal EwTotal
» P(F) eslaprobabilidad de que E € [E, E + AFE] para A,

* AFE ~ o es el ancho de la densidad de probabilidad en energia P, y

P(E) = PAE =

, donde 30)

* wrotal €S €l ndmero total de estados accesibles a A* contando todas las
energias F posibles para A, tal que £ + E' = E*.

Los sistemas A y A’ son esencialmente independientes, incluso si interactiian
térmicamente, porque solo las particulas en la interfaz participan de la interac-
cion. El estado que ocupan la gran mayoria de las particulas de A no depende
del estado particular que ocupan la mayoria de las particulas de A’:

E/
——
Q(E)=QE)Y(E"—E). (31)
Entonces,
P(E) = CQ(E)SY(E* — E), con C constante, (32)
ag(EE) = 0 da E,ax, la energia mds probable.

Equivalentemente podemos maximizar In(P(E)) para obtener Fyay:
Oln(P(E))  0ln(Q(E)) N Oln(QY(E))

- o5 = =0, (33)
dln(QUE))  aln((E)

oE  op oY
. 0In(Q(R))

= f=Fsif=— (33)

La condicion que da F,., se puede entonces escribir 5 = 3.

.25

.26

.27

.28




i
Por ejemplo, para un gas ideal vimos (Ec. que ¢(F) (?) *, entonces
de Ecl18]

[~

f

yQ(FE)x E 3 , donde E es la energia por sobre el nivel fundamental.
En este caso

f=2 £
E) - Pap oL (§> dE ~ <§) dE, (36)

_0ln(Q)  f1
=9 T 2F
Recordando que F/f = %k:T es la energia media por grado de libertad, con-
cluimos que

(37)

1
= —. 38
B=17 (38)
Definicion:
S* = kIn(Q2"), entropia de un sitema aislado. (39)

Maximizar P(F) es equivalente a maximizar S*(E):

Oln(P(E)) Oln((E))  0S*
OF =0 & oF = 9E = 0. (40)
Como vimos, de Q*(E) = Q(E)Q(E* — E), extremar S* da la condicion

B=p.

Falta entonces identificar 3 en general.

Para identificar 5 en general recurrimos a la estadistica de Boltzmann, es decir
cuando A < A*. En ese caso, la probabilidad de encontrar a A en una estado
r con energia I, es
QFE=FE.,F=FE"—-F
P, = ( ) x Q' (E* - E,). 41)

*
wTotal

Expandimos In(P,) con E, < E*:

In(P,) = In(Y(E)) — c‘?l(;_é&,)’) E,. (42)
/8/

Con la igualdad 5 = ', llegamos entonces a

P, x e PEr, 43)
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El promedio de energia para cada uno de los grados de libertad (cudnticos) de
una particula es

S e Pere, oln(d. P) 1
_ Pe. = %=r— T _ _ZT7\Lr’ " — LT 44
=2 Pe=Sg 5 5 “44)
Se suele definir la funcion particién Z = Y e~#“ para reescribir Ec.
oln(Z) 1
=— = —kT. 45

La equivalencia en Ecs.[|4]y [45] deriva de la definicién de temperatura, pero
también la podemos confirmar en casos particulares. Por ejemplo, para el poso
infinito 1-D, para altas temperaturas se puede aproximar y -, — ffio dn,

—1/2
y concluir (tarea) que Z =~ /7 (%Z—i) B~Y?yque g = kLT

Como la energia promedio por grado de libertad es (¢) = ? = kT,

1
2
oT

9B > 0. (46)

Vemos que en una interaccion térmica
AT, E) — ATy, Ey),
AT, E)) — A’(T]’c, E}),
con Ty = T7 en equilibrio, si £y > E; entonces de 9 >0,Ty > T,

= En una interaccién termal el sistema con mas alta 7" entrega calor al de mas
baja temperatura.

Adoptamos | § = ,%T = g—g en general.

(Como cambia S en una interaccion termal?

Consideramos E; — Ey = E; + 0Q), con 0Q) < E, en que elegimos nivel
fundamental con energia 0.

Si no cambian los pardmetros externos, de manera que Q;(E) = Q,;(E),

Ok In(Q(E)

OF
= S; + BkSQ. (47)

Sp = kIn(QE +5(Q))) ~ kIn(Q(E)) + 6Q

Entonces el cambio de entropia asociado a un intercambio térmico 6(¢) es

_ @

ds -

(48)
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sistemas no aislados

3.

3.1.

En el caso en que la energia total del sistema puede variar, es decir en el
caso del subsistema A C A*, consideramos el nimero de estados con E €
[E,E +dE], Q(E) = 2B qp,

Vimos en Sec. que la funcién distribucion P(E) es muy angosta en torno
a (E) = 3NKT, y lanormalizacién [ dP(E) = 1 se puede escribir

— 2

P(E)AE =1, (49)

donde P((E)) = p((E)) dCI;g:?)’ AFE es el ancho definido por Ec. y p((E))

es la probabilidad de encontrar al sistema A en un estado con energia (F).

Para sistemas no-aislados, también tenemos S = k In(£2), con 2 = dq;gz) AFE,
y usando Ec.49] S = —k In(p((E))).

e PE

Z

Usando estadistica de Botlzmann, i.e. p(F) =
cribir S = —kIn(p((E))):

n(p((E))) = —In(2) — 5(E) = (-In(Z) = BE) = (In(p(E))).  (50)

Entonces, en general si un sistema estd a una temperatura fija 7' por contacto
con otro sistema mas grande,

, también se puede rees-

Q
S=—k> puln(pn). (51)
n=1

Parametros termodinamicos

Temperature absoluta

fuente: Reif, cap. 5.

En resumen, de consideraciones estadisticas vimos que

= . (52)

Ahora formalizamos estas cantidades.

TermOmetro: sistema que interactiia solo térmicamente y para el cual existe
un pardmetro # que varia significantemente cuando el sistema pierde o gana
energia.

Se puede calibrar el parametro § usando 7" = PV /Nk, por ejemplo.

Escala de temperatura: el punto triple del agua corresponde a P, = 610,6 Pa,
y 1, = 273,16 K.
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= Para un gas ideal, usando 2 « (E — Eo)f /2_donde F, es la energia del nivel
fundamental del gas, tenemos

I 1
5_2

2E—E T (53)

» Entonces, en el cero absoluto, cuando 7' — 0, tenemos £ — E,.
= También S — 0, ya que hay 1 solo estado accesible al sistema (el nivel fun-
damental).

3.2. Calory trabajo

Trabajo

= Conservacion de la energia:

AE =W + Q. (54)

= Para medir trabajo usamos por ejemplo el dispositivo de Joule, con AF =
Ey — E; = W = mgh. Conociendo W podemos medir E(T’).

= Una forma de trabajo para procesos infinitesimales es dWW = —PdV'.

Calor

= Para medir calor, consideramos dos sistemas A y B en contacto con una pared
didtermica, en que los parametros macros de 5B no cambian (o sea W = ( para

B).
= Equipamos A de un termdémetro, y le inyectamos energia en forma de trabajo,
osea AL, =W.

= Con el termémetro medimos AF 4, y conocemos W de manera que la con-
servacion de la energia para el sistema total A + B da el calor entregado a

B:
Q=W —AFy,. (55)
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3.3.

Definicion capacidad caldrica Cy:

_(9Q
C, = (ﬁ)y (56)

donde () es el calor recibido por el sistema, d1" es el consecuente aumento
de temperatura, e y es algin pardmetro macro del sistema que se mantiene
constante.

Calor especifico:

5 (57)

Cy

G
n

donde n es el nimero de moles o el nimero de particulas en el sistema.
Si los pardmetros externos (i.e. el volumen) se mantienen fijos, entonces 01/ =

0,y
0Q dE oFE
Cy=—| = == = ==/ - (58)
ariy, drij, orj,
Por ejemplo, a volumen constante,
oFE
Cy = —| . 59
V=T, (59)
Para el gas ideal en un recipente a volumen constante,
3

Entropia y funciones de estado

Consideramos un sitema A que solo interactda con un reservorio. Vimos que
el cambio de entropia de A que conlleva un pequefio intercambio de calor 6@

es
0Q drT
ds = T = C’x(T)?, (61)
y para darse este proceso es necesario que la temperatura del reservorio suba
al +dT.
Vemos entonces que S, — S, = TT; C(T)

Si C,, es constante, entonces

dr
T

Ty

Sy — S, = C,In (T) . (62)

Vemos que para que dS'y AS en Ecs.[61]y [62] sean finitos, es necesario que
limy_,o C(T) = 0.

14

41

42

43




Ejemplo: calor especifico de los sélidos

= Concluimos que la equiparticién de la energia, con %kT por grado de libertad,
no sirve cuando 7" — 0.
= Ejemplo: Calor especifico de los solidos (Einstein 1905, ver cétedra).

* Fisica clasica: Cy = 3Nk. Vemos que limy_,o Cy # 0.

e Fisica cuantica:

hw

3N (hw)? erT

C .
v kT2 (=14 ert)?

(63)

Vemos que limy_,o Cy = 0, y que limy_,, Cyy = 3Nk.

Los pardmetros macroscépicos {z;}7_; que determinan completamente el es-
tado macroscépico de un sistema termodindmico se llaman ‘funciones de es-
tados’.

Las ecuaciones que relacionan las variables de estados son las ecuaciones de
estados.

Un cambio infinitesimal en una funcién de estado y({z;}7_,) se escribe

0
dy = Z a—idmi. (64)

dy es un diferencial exacto. En cambio, 6Q) y dWW no son diferenciales de
funciones de estados de un sistema, dependen del proceso mientras que dy
solo dependen del estado inicial y del estado final.

En 3D, una manera de verificar si ) f;dz; es un diferencial exacto es com-
probar que V x f = 0.

Se distinguen dos tipos de funciones de estados. Consideramos un sistema A
compuesto de dos subsistemas Ay As.

* yintensivo: y = y; = yo. Ejemplo: T, P, cy.
* y extensivo: y = y; + yo. Ejemplo: V, E, N, Cy.

Los pardmetros intensivos no dependen del tamaiio del sistema (# de particu-
las), mientras que los pardmetros extensivos son proporcionales al tamafio.
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3.4.

Comentarios

Entropia y la flecha de tiempo

Universo en su conjunto no estd en equilibrio. Es un systema cerrado? Inter-
actda con la métrica?

Leyes de la mecénica son invariantes antes t <+ —t, pero en sistemas estadisti-
cos una inversion de ¢ dejaria S en un minimo, en lugar de un maximo.
Flecha de tiempo tiene que ver con expansion del universo? Tiene que ver con
el colapso del paquete de ondas?

Clausius 1865: Ley de aumento de S.

Boltzmann 1870s, explicacion estadistica: “Si en un instante la entropia de un
sistema cerrado no tiene un valor méximo, entonces en un tiempo posterior su
entropia aumentard.”. = Flecha de tiempo e irreversibilidad.

Conneccion informatica
fuente: Apuntes Victor Fuenzalidad

CoOmo definir una funcién que mida desorden, dado informacién sobre las
probabilidades asociadas a los estados del sistema? Queremos una funcién
aditiva, i.e. que se puedan sumar los desordenes, y que no sea negativa.

Una funcién que cumple con estos requisitos es f(z) = —K In(x), donde
f(z) serfa el desorden asociado al estado x con probabilidad x, y K es alguna
constante > 0.

Si €2 estados posibles, promediamos para obtener la funcién incerteza total:

Q
[=-K) a;n(x). (65)
=1

Si K = 1/1n(2), obtenemos la entropia de Shannon, con unidad de “bits”.

Leyes de la termodinamica y equilibrio

Procesos cuasiestaticos

Para un proceso cuasiestatico, d.S = dQ)/T. Si ademas el proceso es adiabati-
co,0Q =0,y dS = 0.

Consideremos por ejemplo la expansion de un gas ideal en un recipiente
adiabatico.

* Primero consideramos el proceso ‘brusco’: simplemente retiramos una
particién de manera que el gas llene todo el volumen. Como S = k& In(£2)
y Q oc VNE3N/2 (ver Ec.[36). , AS = kN In(2) si V, = 2V4.
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4.2.

* En el proceso ‘lento’, expandimos el volumen con un pistén igualando la
presion del gas, es decir solo aplicamos trabajo. Como dF = 0Q+dW =
0W = —PdV, mientras que dS = 0. En la expansion el sistema pierde
energia.

En un proceso cuasiestatico y adiabatico no cambia S, y por lo tanto (2 es
constante: la ocupacion de los niveles cudnticos no cambia.

Formalicemos el cdlculo de dS en general, con S = k1In((2). Consideramos
S(E,{z;}) en que los {z;} son pardmetros externos, y en general E({z;})
mientras que los pardmetros x; son independientes entre ellos.

Recordemos que Q = 22AE, con AP|yax = 1,y P(E) = 92 ya que todos
los estados son igualmente probables.

Aplicando la regla de la cadena,

dIn(Q) = aln ) (B + Z

Entonces

dE+Z

Identificamos —dW = Zz o 9E Jr.. de manera que dE = TdS + dW, con
dW = —PdV sixz; =V (0 seaen este caso = P).

(67)

Leyes de la termodinamica

. Conservacion de la energia:

AE=W+Q
En un cambio de estado de un sistema aislado la entropia siempre aumenta
AS > 0.

Para un proceso infinitesimal, dS = §Q /T .

. Cero absoluto:

T—0, 5—=0

Entropia absoluta:
S = kIn(2)
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4.3.

Condiciones de equilibrio

Entropia maxima vs. energia minima

4.4.

Estudiamos el equilibrio de un sistema A compuesto por los subsistemas A;
y As, que interactian mecanicamente y termalmente (es decir estan separados
por una pared diatérmica y mévil, como un piston).

El equilibrio corresponde al maximo de entropia para el sistema aislado A:
dS = dS; + dSy; = 0. Con energia total ¥ = FE; + E5 y volumen total
V' = Vi + V4 constantes, expandimos dFE = T'dS — PdV para concluir que
dS = 0 corresponde a Ty = Ty y P = P; (tarea).

Llegamos a las mismas condiciones de equilibrio si consideramos energia
minima, dE = 0, con entropia total S = S;+S55 y volumen total V' constantes.
(Por qué energia minima y no maxima? Supongamos que £ no es minima
en equilibrio. Podriamos extraer trabajo del sistema, y devolverlo en calor,
manteniendo F Cte pero aumentando S = contradiccién con .S méx.

Alternativamente, consideramos el caso en que A; y A, intercambian dE; =
—dF,, pero dEy, = W7, mientras que dFy = W5 + 6Q2 (Greiner p84-85).
Suponemos que dEy; = —dW; > 0, o sea Q)3 = —edW;. Una fracccion de
oW1 se pierde en roce interno a A,, es decir una fraccion del trabajo entregado
a A, se disipa en calor.

Como 5@1 =0, d5;=0, y dS7 4+ dSy > 0.

= el proceso sigue espontdmente hasta que A; ya no pueda entregar mas
trabajo, o sea cuando haya llegado al minimo de energia.

Numero de particulas variables

La energia de un gas depende del nimero de particulas. En general, el ‘poten-
cial quimico’ i es el cambio de energia asociado a incrementar en 1 el # de
particulas a entropia y volumen constantes, o sea

oF
n=2200 (68)
ON |y
Para el diferencial exacto de energia, tenemos
dE =TdS — PdV + pdN. (69)
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= El equilibrio termodinamico entre dos sistemas A; y As que pueden inter-
cambiar calor, trabajo, y particulas, con A = A; 4+ A aislado, esta dado por
dS = dS; +dS; = 0,1o que implicaque 17 =T, P, = Py y pig = po.

» Para lograr el equilibrio, hay un aumento de entropia dS = dS; + dS; > 0,y
manteniendo £ = E| + E5, V = Vi + V5, N = N; + N, constantes,

d(S1 + 52) = (i - i) dE,

T T
P Py M1 M2
+ ( — )dvl - <T1 7 dNy, (70)

si j17 > pg, vemos que d.S > 0 requiere que dN; < 0, y las particulas fluyen
de una region de alto potencial a regiones de bajo potencial.

4.5. Transformadas de Legendre

= Para un funcion f(x), df = f'(z)dz = pdzx.

» Cong = f—uxp,dg = pdx—xdp—pdr = —xdp, y pasamos a una descripcion
en términos de p.

= g es la transformada de Legendre de f en p.

Entalpia

» Laentalpiaes H = F+ PV,condH =dE + PdV +VdP =TdS + VdP.

= = H(S, P), pasamos de una descripcion en V' a una descripcién en P.

= Condicién de equilibrio para un sistema A en interaccion adiabdtica con re-
servorio de presion A,: dS =0,dP =0, = dH = 0.

= Otra manera de ver la entalpia como el potencial a minimizar para el equilibrio
adiabdtico a P cte es que la energia total del sistema conjunto A + A, es
constante, i.e. d(F + E,) = 0:

dE+E)=0=
dE — P.dV, = dE + P,dV = d(E + P,V) = dH, (71)

donde usamos que V' 4V, =Cte.

= Si agregamos calor d() a un sistema, su variacion de energia es dF = 0¢) —
PdV,y

dH = d(FE + PV)=6Q — PdV +d(PV) =
0Q) — PdV + PdV = 6@ a P constante. (72)
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= En un proceso adiabdtico a P constante /1 se conserva (€j.: reacciones quimi-
cas en la atmosfera).
» La capacidad caldrica a P constante es

_9Q
4T

_OH

C =
P p OT

(73)

P

= Ejemplo: entalpia del gas ideal (ver ejercicio 5.7 Reif). Consideramos un gas
idel, con ecuaciones de estados PV = NkT'y E = %N kT, sometido a pre-
sién constante, por ejemplo con un piston vertical con presion debida al peso
de una masa.

s Tenemos H = £ + PV = gNkT,y Cp = gNk:T > (Cy = %Nk;T.

Energia libre de Helmholtz

= Laenergialibrees FF = F - TS, =
dF = —SdT — PdV. (74)

= Las condiciones de equilibrio para un sistema A en contacto con A,., un reser-
vorio de 7" (o sea a T contante), y con V' constante, corresponden a dF' = 0.
= Alternativamente, la energia del sistema conjunto A+A,. es constante:

0=d(E+ E,) =dE +T,dS,, (75)
y maximizando la entropia total, d(S + S,.) = 0, tenemos
dE - T,dS =0 = dF =0. (76)

» tarea: demostrar que F' = kT'InZ, con Z = ) _exp(—FE,), en que la suma
cubre todos los estados del sistema A.

Energia libre de Gibbs
= Laenergia libre de Gibbses G = E — TS + PV, =

dG =dE —TdS — SdT' + PdV +VdP = —SdT + VdP. (77)

= Vemos que dG = 0 aT'y P constantes.
= En términos de un sistema A interactuando con un reservorio A, de tempera-
tura y presion,

=dFE —T,dS+ P.dV =TdS — T,dS — PdV + P.dV =0, (78)

donde usamos dE, = T,dS, — P.dV,, dS, = —dS,y d(V +V,) = 0.
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Gran potencial
= Para el gran potencial, Q) = F —T'S + uN,
d) = —SdT — PdV — Ndu. (79)

= d€) = 0 para un sistema en contacto con reservorio de 7"y particulas (equiva-
lente a v = ;).
= Para el sistema conjunto, sin intercambio de trabajo, y con N + N, constante.

— dE + T,dS, + 1,dN, = TdS — T,dS + pdN — i, dN =0 (80)

4.6. Relaciones termodinamicas
Relacién de Euler

= Consideramos que una funcién es homogénea de orden n si

f()‘xb)\x%'” J)\IN) :>\nf<1['1,.§l}'2,"' 7xN)~ (81)
» Bj. f(z,y,2) = 2y? + 23 — 62" /y es homogénea de orden 3.
= Teorema: of of
.. AT et 82
nf(xh 7:)31\7) xlaxl + + xNa]fN ( )

= Demo: diferenciar Ec.con % y tomar A = 1.

= Aplicacion a la termodinamica: Las cantidades extensivas son homogenéas de
orden 1,
E(AS,A\V,AN) = AE(S,V,N). (83)

m De la relacion de Euler, tenemos

OF oF oF
EF=— — —N=TS-P N. 84
8SS+8VV+8N S V+u (84)
= Una consecuencia es la relaciéon de Gibbs-Duhem. Diferenciamos Ec.[83] i.e.
expandimos dF, y comparamos con dF = T'dS — PdV + udN, para concluir
que (tarea):
SdT — VdP + Ndu = 0. (85)

= Gibbs-Duhem implica que (7, P, ;1) no son independientes.
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Transformaciones de variables

= También se suelen usar las ‘relaciones de Maxwell’ (de la termodindmica)
para transformar variables.
= Ejemplo 1, energia:

(86)

Td —Pd dN
dE:{ S % +1 .

Gl dS + @ gndV + o5lsy d

Las derivadas cruzadas son iguales, por ejemplo

0 [oF _ 9 (9E
oV \0S|,y), oS \ov

y entonces tenemos una relacién de Maxwell:

; (87)
SN/ v

ar
ov

P

= 39 (83)

)
S,N V,N

= Aplicacion: relacion general entre C'p y Cy (ver Callen, ejercicio 7.3.2).
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