FI22A-Seccion 3 Control 3 Prof: Simén Casassus
10 Noviembre 2005 3h Ayudantes: Nicolds Reyes, Martin Jacques

(Desarrolle sus respuestas y cuide la presentacién. Sin calculadora. )

I Pequenas oscilaciones.

Sean V ({¢:}l) y T = %Z?ivl ma;% las energfas potencial y cinética que describen un sistema
de N particulas con n grados de libertad, coordenadas cartesianas z; ({¢;}7—;), j = 1, ...,3N, ¥y
coordenadas generalizadas g; ({xl}f’i\fl) , 7 =1, ...,n. Elijimos un sistema de coordendas generalizadas
tal que {¢;}!; = 0 en equilibrio.
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1. j A qué corresponden los “modos normales” del sistema?

2. Demuestre que en torno a los puntos de equlibrio 7"y V son formas cuadraticas,

1 n n
3 S vikgia (1)
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j=1k=1
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T o~ 5D mikdjds. (2)
j=1 k=1

donde las matrices v y m son constantes y simétricas (vjk = Ugj, Mjk = mkj).

3. Usando las ecuaciones de Lagrange, muestre que las ecuaciones de movimiento son de la forma

n

Z(UZkaerdek) =0, Vi=1,..,n (3)
k=1

4. Suponga soluciones oscilatorias ¢ = p;e™! y muestre que la ecuacién para las frecuencias carac-

teristicas esta dada por
det(? — w?m) = 0. (4)

Justifique en detalle su respuesta.

IT Péndulo doble.

Considere un péndulo doble con igual longitud [ y masas
diferentes M y m que realiza pequenas oscilaciones en un
plano vertical, en un campo de gravedad constante, como se
indica en la Figura.

1. Demuestre que la funcién de Lagrange es

1 . 1 . .. 1 1
L=g(M+ m)I20? + 5mﬂ(ag +20162) — 5 (M + m)glo? + 5mgzeg
2. Obtenga las ecuaciones de movimiento para las coordenadas 8, y 05 e interprete los términos de
éstas. En particular, explique porque el término de acoplamiento de la ecuacién para 6 es muy

pequeno cuando M > m.



3. Muestre que las frecuencias propias del sistema estan dadas por:
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donde w, = 1/g/l es la frecuencia natural de cada péndulo y p=m/(m + M).

4. Obtenga los modos normales de oscilacién y describa el movimiento de las masas para cada uno
ellos. En particular, cual es el cuociente entre las dos coordenadas?

5. Considere las siguiente condiciones iniciales: 01(0) = 62(0) = 62(0) = 0, 6,(0) = C. Demuestre
que el movimiento subsiguiente es tal que a intervalos regulares un péndulo esta en reposo y el
otro oscila con amplitud maxima.

III Limite continuo.

1. Consideramos un sistema mecéanico discreto compuesto por N particulas de masa m en una
cuerda de largo [, tensién 7 y sin masa. Las particulas estan separadas por una distancia a
cuando la cuerda esta en reposo.

)

d)

Muestre que la ecuacion de movimiento para el desplazamiento transversal de las particulas

es
. 2T T )
mul+zul_a<ﬂl+l+ul—l):07 1:17 "'7N7 (5>

con condicién de borde pg = pny4+1 = 0.

Introducimos una funcién p(z) tal que p(x;) = pi, en que x; es la coordenada en reposo
de la particula i. Demuestre que para soluciones en modos normales de la forma u(z) =
Re [Aexp(i(kx — wt))] es necesario que
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2 .2
w* = —sin“(ka/2).

T sin?(ka/2)

Aplique las condiciones de borde para obtener la forma exacta de los N modos normales,

y el valor de las frecuencias de oscilacién. Grafique los primeros 3 modos normales para el
caso N = 4.

i, Cual es el significado fisico de la existencia de una frecuencia de oscilacion maxima?

2. Consideramos ahora el caso N — oo, a — 0, manteniendo el largo de la cuerda constante:
a(N + 1) = . Definimos la densidad lineal de masa ¢ = m/a.

a)

Demuestre, tomando el limite continuo de la Ec. 5, que la ecuacién de movimiento para el
desplazamiento transversal de la cuerda es la ecuacién de ondas. j Cudl es la velocidad de
propagacion de las ondas?

Obtenga las soluciones de la ecuacién de ondas tomando el limite continuo de las soluciones
obtenidas en el caso discreto. Compruebe que las soluciones asi obtenidas efectivamente
satisfacen la ecuacién de ondas.

. Existe una frecuencia de oscilacién maxima en el caso continuo? Compare en un grafico
las frequencias de oscilaciones entre los casos discretos y continuos, considerando N = 8 en
el caso discreto.



