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(Desarrolle sus respuestas y cuide la presentación. Sin calculadora. )

I Pequeñas oscilaciones: teoŕıa.

Sean V ({qi}n
i=1) y T = 1
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∑3N
i=1 mẋi

2 las enerǵıas potencial y cinética que describen un sistema de
N part́ıculas con n grados de libertad, coordenadas cartesianas xj ({qi}n

i=1) , j = 1, ... , 3N , y coorde-
nadas generalizadas qj

(
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)
, j = 1, ... , n. Elijimos un sistema de coordendas generalizadas tal que

{qi}n
i=1 = 0 en equilibrio.

1. ( 0.5 pt) Demuestre que en torno a los puntos de equlibrio T y V son formas cuadráticas,

V ≈ 1
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vjkqjqk (1)
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mjkq̇j q̇k, (2)

donde las matrices ṽ y m̃ son constantes y simétricas (vjk = vkj, mjk = mkj).

2. ( 0.5 pt) Usando las ecuaciones de Lagrange, muestre que las ecuaciones de movimiento tienen
la forma

n∑
k=1

(vlkqk + mlkq̈k) = 0, ∀ l = 1, ..., n (3)

3. ( 0.5 pt) ¿ A qué corresponden los “modos normales” del sistema? ¿ Cuantos hay?

4. ( 0.5 pt) Suponga soluciones en modos normales y muestre que la ecuación para las frecuencias
caracteŕısticas está dada por

det(ṽ − ω2m̃) = 0. (4)

5. ( 1.0 pt) Desmuestre que, para dos frecuencias caracteŕısticas distintas ωs y ωt, los modos
normales correspondientes ρs,t

k satisfacen una relación de ortonormalidad:∑
j,k

ρs
jmjkρ

t
k = δst. (5)

6. ( 1.0 pt) ¿ Qué ocurre en el caso degenerado, ωs = ωt? Muestre que en el caso degenerado
se pierde información sobre los modos normales, en el sentido que no cumplen automáticamente
Ec. 5. ¿ Cómo contruiŕıa en el caso degenerado un conjunto de modos normales ortonormales
según Ec. 5?

7. ( 1.0 pt) Muestre que existe un sistema de coordenadas generalizadas naturales que desacoplan
el problema mecánico. Dé la relación entre estas coordenadas naturales y {ql}, y su inverso.

8. ( 1.0 pt) Escriba una expresión general para la solución del problema mecánico, ql(t). ¿ Cómo
implementaŕıa las condiciones iniciales sobre {ql, q̇l}(t = 0) para particularizar la solución general?



II Pequeñas oscilaciones: aplicación.

Un bloque uniforme de masa m, largo a y altura b está sostenido por dos resortes, uno en cada
extremo. Las constantes elásticas de los resortes son k1 y k2, con k1 = k2 = k. Los resortes se mantienen
verticales.

( 1.5 pt) Encuentre el momento de inercia del bloque y escriba el Lagrangeano.

( 1.0 pt) Encuentre las frecuencias propias del sistema.

( 1.0 pt) Encuentre los modos normales de oscilación del sistema.

( 1.0 pt) Encuentre un sistema de coordenadas generalizadas que permita desacoplar el La-
grangeano.

( 1.5 pt) En t = 0 el sistema está en su posición de equilibrio, pero el bloque es impulsado con
velocidad v◦ hacia arriba en el punto de contacto con el resorte izquierdo. Calcule y grafique la
trayectoria del sistema.


