FI21B-Seccién 2 Control 3 Prof: Simén Casassus
16 Noviembre 2006 Ayudante: Francisco Collarte

(Desarrolle sus respuestas y cuide la presentacién. Sin calculadora. )

I Cuerda infinita con una argolla en el origen

Consideramos una cuerda infinita con densidad lineal de masa ¢ constante, que coincide con el eje
x en ausencia de pequenas oscilaciones. Una argolla con masa m divide la cuerda en x = 0, y una barra
fija y perpendicular a la cuerda (en direccién y) pasa por la argolla. Las tensiones en la cuerda es 7 para
r <0y 7 para x > 0, con 75 = 27y, tal como se indica en la Figura. La argolla tiene un movimiento
confinado al plano horizontal (z,y).
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1. (1 pt) j Cual es la proyeccion segun y de la resultante de fuerzas de tension ejercidas sobre la
argolla?

2. (1 pt) Escriba la ecuacién de movimiento de la argolla.

3. (1 pt) Plantee las condiciones de bordes en z = 0 para el problema de transmisién y reflexién
de una onda viajera proveniente desde —oo.

4. (1.0 pt) Relacione las amplitudes de las ondas reflectada y transmitidas, B y C', con la amplitud
A de una onda monocromatica proveniente de —oo con ntmero de onda k.

5. (0.5 pt) El vector flujo de energia es S = —T(l’)g—gg—?ii‘, donde u es el desplazamiento de la
cuerda. Muestre que el promedio temporal de S es, en valor absoluto:

[($)]l = | lim = /TS(t)II = S A(rk%)
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para numero de onda k y velocidad de fase c.

6. (1.0 pt) Escribir en funcién de 71 y 75 las expresiones para R = (Siefiectado) / (Sincidente), ¥ T =
<Stransmitido> / <Sincidente> .

7. (0.5 pt) Siel flujo de energia incidente es P, { cuanta energia es transmitida por la argolla por
unidad de tiempo?



II Cuerda circular discreta y continua.

1. (1.5 pt) Propiedades generales de la cuerda discreta.

a) Muestre que el Lagrangeano para N masas m en una cuerda, con desplazamiento transverales
1; v separadas por una distancia a, es
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b) Introducimos una funcién p(z) tal que p(z;) = w;, en que z; es la coordenada en reposo
de la particula i. Demuestre que para soluciones en modos normales de la forma pu(zx) =
Re [Aexp(i(kx — wt))] es necesario que

2. (1.5 pt) Limite continuo.

a) Tome el limite continuo para obtener el Lagrangeano L de una cuerda de largo total [ = Na.

b) Escriba la densidad Lagrangeana A tal que L = f:ﬁzo dxA(z), y la densidad Hamiltoniana de
la cuerda. ; Cudl es la densidad de energia € en la cuerda?

3. (1.5 pt) Cuerda circular discreta.

a) Consideramos una cuerda discreta con forma de circulo. Aplique las condiciones de borde
correspondientes para obtener la forma exacta de los N modos normales, y el valor de las
frecuencias de oscilacion.

b) Consideramos el caso de una condicién inicial en reposo, con u(x,t = 0) = a/l, si x €
[—% —a, —% + al, u(xz,t = 0) = 0 si no. Calcule el movimiento del sistema de N masas para
todo t.

4. (1.5 pt) Cuerda circular continua.

a) Sia <, la cuerda es efectivamente un medio continuo. ; Qué ecuacién rige el movimien-
to de la cuerda? ; Cudl es la relacién de dispersion w(k) para la propagacién de ondas
monocromaticas?

b) Describa la propagacién ulterior de la senal con la condicién inicial del Punto 3, ignorando por
el momento el hecho que la senal tiene dimensiones comparables a la distancia inter-masas.

¢) ¢ Dado que la senal es del orden de la separacién entre las masas a, qué relacién de dispersion
w(k) usaria? Comente sobre la propagacion de la senal en este caso (ayuda: considere su
descomposicién en modos normales).



