FI22A-1 2006-2007 Control 1 Prof: Simén Casassus
22 de diciembre de 2006 3h Ayudante: Cristian Moni

(Desarrolle sus respuestas y cuide la presentacién. Sin calculadora. )

Relaciones tutiles:

Distribucién binomial y su aproximacién para N > 1 (probabilidad de n eventos con probabilidad p en N

2
experimentos): P(n) = TL!(NLin),quN_n, enqueq=1—p, P(n)~ \/27T1qu exp [— (";N]\;’;) } . Distribucién Gaus-

siana: g(z) o exp |—% (z — (2))? /02], con o = /{(x — (x))?). Distribucién de Maxwell-Boltzmann (densidad

de probabilidad en 7): p(7) = (2)3/2 exp(—av?), a = L. Recurencia para la integral I(n) = JoS am o= o -

— 2m
I(n) =2 1(n—2), 1(0) = 1 /%, I(1) = L.

I Difusién y marcha aleatoria.

Estudiamos el desplazamiento R de una molécula desde el origen del espacio reportado a un sistema de coor-
denadas cartesianas (Z, 9, 2), en el cual no hay direccién preferida. La molécula se desplaza en linea recta hasta
chocar con otra molécula, de manera que R = Zf\; 1 8i después de N choques.

1. ;Cual es el desplazamiento promedio (5) entre choques? ;Cuél es el desplazamiento total promedio <ﬁ)7

2. Calcule la desviacién estandard del desplazamiento de la molécula, o(R,), o(Ry), o(R.), si el médulo
del desplazamiento entre choques es una constante ||5]| =1 (note que [ es, por definicién, el libre camino

medio). Ayuda: use isotropia para estimar (s2).

3. Nos restringimos ahora al caso unidimensional, en el cual la molécula se mueve una distancia [ entre
choques, hacia +& o hacia —2, con igual probabilidad . ;Cudl es la probablidad de encontrar la molécula
a una distancia nl del origen (n natural), después de N choques?

4. Use el teorema de equiparticién para estimar el tiempo promedio 7 entre colisiones en funcién de [ y de
la masa m y temperatura T de la molécula.

5. jCuél es el numero de choques que ocurren en un tiempo ¢, suponiendo que R=0ent=0?Sit> T,
escriba una expresién para la probabilidad P(x,t) de encontrar la molécula en la coordenada z, después
de un tiempo ¢ (aproxime la probabilidad obtenida en el punto 3 por una probabilidad continua).

6. Demuestre que P(z,t) es solucién de la ecuacién de difusién 1D,

or _ o
ot Ox?’

e identifique el coeficiente de difusién D en funciéon de [ y 7.

IT Caidas de temperatura y de presion por efusion

Un astronauta se encuentra realizando una caminata espacial cuando un pedazo de chatarra espacial percuta
su casco. El astronauta esta amenazado por barotrauma, hipotermia, y asfixia, y quiere calcular cuanto tiempo
tiene para regresar a la nave y asi evaluar si aun puede terminar su misién. Tiene que calcular la evolucion
temporal de la temperatura y de la presién de un gas ideal que tiene pérdidas por efusién en el vacio.

Consideramos un recipiente de volumen V', conteniendo N particulas de gas ideal, las cuales pueden escapar
por una perforacién de drea A.



2pt En una primera aproximacién supondremos que la efusién es isotérmica, T = T, en que T, = T'(t =
0), en el momento de la perforacién.

a) Muestre que el nimero de particulas que se escapan por unidad de area y tiempo es: % =—n4/ %,

en quen = N/V.

b) Muestre que N(t) = N, exp [é 2]“75‘,’1 t} .
2pt Ahora tomamos en cuenta las pérdidas de energia interna, U = 3/2NkT, y la consecuente caida de
temperatura.

a) Seguiendo un razonamiento analogo al que le llevé al resultado del Pto. 1a, considere que para cada
particula que escapa la energia interna disminuye en %mvz, y muestre que: % = —n,/ % (k:T)?’/ 2,

b) Calcule % (dT dN ), y sustituya dN/dt del Pto. 1a para obtener una ecuacién diferencial para T'(t).

) o de

) Muestre que T'(t) = Tox 2, en que x(t) = [1 +y/ Eiz;?@ ?ﬁ/t]'
)

)

o

QU

Vuelva a usar dN/dt del Pto. 1a para mostrar que N(t) = Nox 5.

e) Muestre que P(t) = Pox S,

2pt Use la figura adjunta, (calculadas para el aire, con A = 1 mm? y V = 1 m?) para responder las
siguientes preguntas:

a) { Qué opina de la aproximacién isotermal? Compare dN/dt de los Ptos 1b y 2d y demuestre que el
error implicado en la approximacién es de orden (A/V)2. Cuantifique la calidad de la aproximacién
calculando (N; — Njsotermaly /N, para A/V < 1.

b) Las asfixia ocurre cuando P/Py ~ 1/4, la hipotermia cuando 7'~ —50 °C por méas de 10 mn. Para
estimar la caida de presién maxima que puede aguantar el astronauta considere que los busos deben
ascender no mas de 10 m en 1 mn para evitar el barotrauma, y use el hecho que la presion en el
oceano incrementa en 1 atm cada 10 m de profundidad.

1) Determine cuanto tiempo tiene el astronauta para regresar a la nave.

2) j A partir de que apertura A el barotrauma es el peligro mas imminente que aflige al astronauta?

kTy

7 usando la

(ayuda: calcule dP/dt, vea que crece monotonicamente en el tiempo, y estime
figura adjunta.).
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