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1.1-Solucion de d’Alembert

o Por sustitucién, las soluciones de la ec. de ondas 1D se
pueden escribir

u(x,t) = ¢(x + ct) + (x — ct). (1)
e Las condiciones iniciales son

u(x,0) = f(x),
u(x,0) = g(x).

e La solucién Ec. 1 se pueden adecuar a cualquier
condicion inicial fy g con

u(x, t) = —[f(x ct)+ f(x+ct) ]+ /X+Ct X' (2)

e Notar caso g = 0: ec. de ondas da dos sefales
propagandose en sentido opuesto con mitad de amplitud
original.
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1.2-Decomposicion espectral

e Consideremos una onda f(x — ct) propagandose hacia
+X.

e En &', con velocidad c respecto a S, hacemos
descomposicion de Fourier:

f(x') = /+oo dkA(k) exp(ikx").

e Entonces en S tenemos la descomposicién espectral

f(x, 1) /dkA exp(/[kx wt])

onda plana monocromatica

e Longitud de onda A\ = 27 /w, periodo T = 27 /w.
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1.3-d’Alembert para extremos fijos

¢ Condiciones iniciales: u(x,0) = f(x), u(x,0) = g(x), con
extremos fijos u(0,t) = u(/,t) = 0.

e Cuerda: 0 < x </ = necesitamos extender el dominio de
fy g(x £ ct) para todo R porque t — occ.

¢ Requerimos f(—x) = —f(x) y g(—x) = —g(x) de manera
que f(0) = g(0) = 0. Notar ondas viajando en sentido
opuesto hacia 0.

e Tbién requerimos f y g impares entornoa x = [:

fx)= fl+(x—1N)=—f(l—(x—1) =Ffx+2I)
9gx)= gll+(x—=1)=-g(l-(x-1) =glx+2I)

e = fy gdeben serimpares y periodicas.
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1.4-Equivalencia entre d’Alembert y Bernouilli para extremos

fijos

e Bernouilli = modos normales,
u(x,t) =>",24 Cop"(x) cos(wnt + ¢n), 0 bien

u(x,t) = Z\/Esin (nilx)

[ancos (nW/Ct> + bpsin (mTICt>],

donde, a, = C,cos(¢n), bn = —C,sin(¢n).
o Expandimos d’Alembert para extremos fijos, y usamos
fol pn(X)pm(X)odx = dnm:

= 2 . /hmx
flx) = Z”E ,,sm(T),
n=1
! /
con A,= \/E/ sin <W> f(x")odx’
/O' 0 /
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1.4-Equivalencia entre d’Alembert y Bernouilli para extremos
fijos
e De la misma manera para g,

00

2 . nmx Soluciones de

— E _ d’Alemb d

9b) = V I Bnsin ( / ) ’ Bermoutt
n=1

2 ! ) !
con B,=— ‘/E/ sin (’”f) g(x)odx’ (4)
0

Decomposicion espectral

d'Alembert para extremos
fijos

e Vemos que las expansiones de f y g en modos normales F‘::omz:os
(i.e. serie de Fourier) son impares y periddicas con ondulatorios
periOdO 2/ Flujo de energia

. ., , Vector flujo de energia

e Sustituyendo fy g en la solucion de d’Alembert, Tansmision, efecion

recuperamos Paquetes de ondas

Medios dispersivos
Paquetes de ondas

2 . nmwX Difraccion e
U(X, t) - E -— Sin (7) interferencias
~ Vio /

[ancos (rMTICt) + b, sin (m;ct)l’

con a, = Any B, = nwchy/I.
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1.5-Ondas 3-D

e En 3-D,

2 = 1 0%(7, 1)
VEY(r, t) — 2 o

e d’Alembert: ) = (X - ¢ £+ ct) = Onda plana.
e Decomposicién espectral:

=0.

Y(7, 1) /dskA exp [( —wt)} :

o Ondas esféricas: busquemos soluciones (7, t) = f(r, t).

En coordenadas esféricas,

1.0 ,0f 1

r2or or c2ot2 =0

Solucién: ‘ f=h(rxect)/r ‘
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2-Fenomenos ondulatorios

Sonido.

Ondas de superficie.

Ondas electromagnéticas.
Ondas de materia - ondiculas.
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Densidad Hamiltoniana y momentum canodnico

¢ Del ppio de minima accién lleguamos,

ou ou

ax o 0N =0

t2
§=0=9¢ Ldt—é/ dt/dXE

lleguamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange para
medios continuos (i.e. la ecuacion de ondas),

o oL N 9 oL B oL 0 (5)
ota(ou/ot) ~ ox9(ou/ox) ou
e La densidad Hamiltoniana es
ou oL
H:PE—E,conP:{)@, (6)

ot

donde P es el momentum candnico.
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Vector flujo de energia

e Usando Eq. 5 calculamos la variacion de la densidad de
energia (= densidad Hamiltoniana si % =0),

oM _ 0 | oL ou
ot ox a%at ’

cuando 2 6, =0, es decir cuando T y V no dependen
explicitamente de t.

e En 3-D, lleguariamos a

oH =
¥ +V-S= 0, (7)
donde S, = aéc ou es el vector flujo de energia.
88;’, ot

¢ Integrando en un volumen V, vemos que Eq. 7 constituye
una ecuacion de continuidad para la energia asociada a
una onda.
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Ejemplo: cuerda

e Para la cuerda, Saudones do
lembert y de
5 5 Bernouilli
Soluci6n de d'Alembert
E — (2) 8_” _ Z @ y Decomposicién espectral
2 6t 2 8 X I ;1“ :;emben para extremos

Equivalencia entre
d'Alembert y Bernouilli para

extremos fijos

= (%) (6u)2 <8u>2
= (= —_— - = . Fené

27\ ot ox onculatoros

° De EqS 6 Yy 7 tenemos Flujo de energia

Transmision, refleccién

ou Pa
quetes de ondas
- 5 Medios dispersivos
P o(X) 55 Y

Paquetes de ondas

8U au Difraccién e

§ == interferencias
TMaxar “



Ejemplo: onda monocromatica en una cuerda

e Calculemos el flujo de energia asociado a una onda
monocromatica, u(x,t) = Acos(kx — wt):

S = A?(tk?c)sin®(kx — wt), y en promedio temporal,

)
(S) = lim lT / Sat = %A%M%):%Azac&.
0

T—o0
e Ademas tenemos la densidad de energia
H = AP7k?sin(kx — wt).

e \emos entonces que para una onda monocromatica

[S=1#c|
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3.2-Transmision, refleccion

e Cuando una onda u;(X, t) incide en una discontinuidad del
medio en el cual se propaga, existe una onda reflejada
ur(X, t), y una onda transmitida, u(X, t).

o El coeficiente de transmision se define

St

T:§i,

y el coeficiente de refleccion es

S

e Para el ejemplo de una onda en una cuerda incidente en
una discontinuidad de o(x) (tarea),

g R
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Naturaleza discreta (cuantica) de la materia

e Cuando )\ es comparable con la distancia a entre las
particulas discretas que componen un medio continuo de
dimension L >> a, la aproximacién de continuo falla y hay
que recurrir a una descripcion discreta.

e Por ejemplo para la cuerda con masas, cuando A ~ a, en
que a es la distancia entre las masas, teniamos

2:4T

w -
ma

sinz(%ka),

y cuando A >> a recuperamos w? — k2.

e Definimos la velocidad de fase . Para una

cuerda ideal, en el limite continuo la velocidad de
propagacién c; = c es constante, independiente de w.

e Pero cuando k — oo,

47’ .2 1
cr = \/mak2$m (Eka),

y vemos que ondas con mayor k se propagan mas lento.
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Roce

e Consideremos una cuerda en un medio viscoso, de
manera que exista una fuerza de roce opuesta al
desplazamiento transversal.

e A 1er orden en la fuerza de roce, incluimos la fuerza de
roce aplicada a un elto de cuerda dx:

ou

e Un balance de fuerzas sobre un elemento dx da una
ecuacién de ondas modificada,

@_K@_l@—o Gonc\/7
ox¢  Tot c2or 7 Voo
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Roce

Consideremos la propagacién de una onda
monocromatica en un medio con roce. Ponemos

u(x,t) = Aexp[i(kx — wt)], y vemos que la relacion de

dispersion
w2
c2
= keC, k=kg+ik.
De la relacion de dispersion,

ki = —xw/(2rkD),

+i* _ k2 — 0 es compleja.
T

1 [ w? w? w2
k=% ()
2\c c c
Entonces las soluciones de la ecuacién de ondas
disipativa tienen la forma
= Ae—k’x ei(k”x—wt)

Si el medio disipativo esta confinado en x > 0, es
necesario que k' > 0 para evitar divergencia.

Soluciones de
d’Alembert y de
Bernouilli

Solucién de d'Alembert
Decomposicion espectral
d'Alembert para extremos
fijos

Equivalencia entre
d'Alembert y Bernouilli para
extremos fijos

Ondas 3-D

Fenémenos
ondulatorios

Flujo de energia
Vector flujo de energia
Transmision, refleccion

Paquetes de ondas

Paquetes de ondas

Difraccién e
interferencias



Plan

O Paquetes de ondas

Paquetes de ondas

Soluciones de
d’Alembert y de
Bernouilli

Solucién de d’Alembert
Decomposicion espectral

d'Alembert para extremos
fijos

Equivalencia entre
d'Alembert y Bernouilli para
extremos fijos

Ondas 3-D

Fenémenos
ondulatorios

Flujo de energia
Vector flujo de energia
Transmision, refleccién

Paquetes de ondas
Medios dispersivos

Difraccién e
interferencias



4.2-Paquetes de ondas
e La decomposicién espectral de una sefal es

u(x,t) = 217 /_Oo A(k) expli(kx — wt)]dk,

en que A(k) es el ‘espectro’ de u, y tbien es la
transformada de Fourier en t = 0.

e Queremos estudiar la propagacion de la onda en un
medio dispersivo, para t > 0.

e Si partimos con un espectro A(k) muy angosto en torno a
kO’

w(k) =wo + (k— k)

8k
e Introduciendo / = k — k.,

envoltura se propaga con velocidad vy

u(x,t) = expli(koX — wot)] / dIA(! + ko) explil(x — vgt)],

con | vy = 0w/0K|y, |
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4.2-Paquetes de ondas

e Entonces vemos que, modulo un factor harménico
(exponencial oscilante),

u(x,t) ~ f(x — vyt),

y la sefnal se propaga con velocidad v,. Notamos que las
ondas monocromaticas, i.e. una sola componente
espectral, no pueden transmitir informacién porque tienen
dominio infinito.

Para el caso de un espectro Gaussiano en t = 0,

A(k) = exp(—a?(k — ko)?),

= (tarea) u(x,t=0) = 1 gk

204/

y|o(u)o(A) = 1|, donde o es la dispersion cuadratica

media.

2
X
Xe 4a2 y
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