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1.1-Formulacion

e Vamos a considerar perturbaciones en torno al equilibrio
de un sistema conservativo, con constricciones
independientes de t.

Energia cinética en coord. gen.:

1 Lo
T= Ezmtf}\qo’q)\a con U7>\ = 17 , N,
o,
n ox; Ox;
donde mgy = Z/:1 m 3(;0 a(;)\-
Perturbaciones: g, = @, + 7,-

En equilibrio, Q, = % =0,y

Vo
oVv?
VeV +Zz 99,00,

El Lagrangeano es

nan)\ .

1 ..
L=T-V=g 2; Mo XiiTls = VorTlon (1)

= Z Moafix + Vornn = 0. (2)
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Un grado de libertad
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® Mox =M, Vor = k. Coordenadas normales
e Solucion de Eq. 2 es = Re(2), Muchos grados do

Problemas de N cuerpos
Frecuencias normales

. Tk IR .
Z( t) = z+ el\/;t + Z_ e_l\/;t’ Sl k > O7 Modos normales
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2(t) = zeVi4z e VAL sik<o, ronemien
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n grados de libertad

e Pasando a C, Eq. 2 se escribe

Z ma)\é)\ + Vor2y = 07 con 7, = %(Za) (3)
A

e Buscamos soluciones de Eq. 3 en modos normales, en
que todas las coordenadas oscilan con la misma
frecuencia:

z, = z5 exp(iwt).
e Sustitucion en Eqg. 3 da

n
(Va)\ —wzm(,)\) Zi =0 (4)

A=1
as

e Eq. 4 tiene soluciones no triviales solo si det(a,») = 0,

|Vor —w?my5| =0 = nraices complejaswi, s=1,---,n.
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n grados de libertad

e Props: los w2 son reales positivos (ver demo en clase).

e Como det(a,,) = 0, una de las n ecuaciones en Eq. 4 es
combinacion lineal de las otras. Eliminando la n-esima, la

Ley de Cramer nos da z,:

Z4 Zn—1
a5+ a(n-1)
Zn n
Zn—1 Zn—1.
a(n—1),1 o F ain-1),(n-1)
n Zn

e Vemos que zZ/z, es real porque todos los coefs a,, son

reales.

= z5 = €'%pS, con (¢s, pS) € R.

(6)
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Modos ortonormales
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en que C*° y ¢° son las Unicas constantes reales por Hamitoniano
especificar.
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1.3-Solucion general

® zﬂ'(t) = 2,57:1 (Z—?-)Ueint + (Zi)ﬂeiiwsa 0= 17' e, N

* Tomando parte real, 7, = 3(28 + z5¥), y definiendo
(28), + (25)% = CSpS €%, lleguamos a

n
Ng = Z piCS COS(Wst + ¢s).
i=1

e para determinar las constantes ¢s y C° se usan las
condiciones iniciales, n,(0) y 7,(0), y usando Eq. 7,

> phmyons(0) = C'cos(éy)
o,

Zp&m)\,aﬁa(o) —w;C'sin(¢r)
oA

= despejamos C! y tan(¢;).
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2.1-Matriz modal

e Definimos la matriz modal Ay, = p$, es una matriz
cuadrada independiente de las condiciones iniciales.

e prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz masa m,,:

ATmA=1

e prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz potencial v,,:

ATvA=1
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2.2-Coordenadas normales

¢ Definimos un nuevo set de coordenadas generalizadas,
(s> CON

n(t) = AC(t),0 bien, AT mn(t) = ¢(t).

e El Lagrangeano Eq. 1 se escribe
1 L 1 Y 2,2
= E z}; M NI\Tle — VorToTIx = E XU:(CX) - UJUCa

e Las ecuaciones de movimiento son entonces
s q
C(T— wg’CO'?U_ yroe s, N

¢ Vemos que las coordenadas normales desacoplan el

problema de pequenas oscilaciones. Las soluciones son,

¢, = C? cos(w,t+ &), y usando la definicion de (,,

N = Zp 7 coS(wot + ¢ ).
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Ejemplos

e Dos péndulos acoplados
¢ Ortogonalizacion de Graham-Schmidt (Fetter 4.10)
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3.1-Problemas de N cuerpos
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1 ) 1 —
L= Emzn’? - EKZI,_O (miy1 — mi)?, conmo =yt =0, s
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continuos
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mij; + 2kn; — K(njiz1 +1i—1) =0, i=1,--- /N.



3.1-Problemas de N cuerpos

Solucién general

e Oscilaciones transversas de N masas en una cuerda sin Formulacion
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Similitud con model de red 1 — D sugiere k <> 7/ay

N
L= ;mzi:(llf)2 ~7a ;(mﬂ — ). ©)
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3.2-Frecuencias normales

e Modos normales u; = Cp,cos(wt + ¢) =

27 T ;
Ec. de mov. (E—mwz)p/—g(/)i+1+p/—1) =0,1i

con po = ps+1 = 0.
e Introduciendo A =2 — ’”%2"5

Api — (piz1 + pic1) = 0.
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3.2-Frecuencias normales
e El conjunto de ecuaciones lineales \p; — (pjt1 + pi—1) =0 Solucion general

tiene soluciones no triviales solo si su determinante Vi marntes
Dy = 0. =(ver catedra) soueengeners
Coordenadas
Normales
Dy = ADn_1 — Dn_o. eva—y
Coordenadas normales
« Buscamos soluciones en Dy = Ae®V, Muchos rado e
perta
_> DN _ A+eIN,(/) + A7 e_IN¢7 Con )\ = ZCOS(QZ)). Problemas de N cuerpos
Modos normales
Los A, estan dados por D; y Ds: Limite continuo
Paso al continuo
sin((N + 1 T
DN = W = 0, = (N+1)w = n7'('7 ne N = 77[) S R Lagrar\lgeanoparala
cuerda
(10)  Minmascconenmedos
continuos
e Usando \ = 2 — mw?a/T = 2cos(v), Hamikonno
2T 4r P
2 .2
w* = —(1—cos = —sin“(=).
—~(1— cos(@)) = —sin’(5)
e De Ec. 10,
2 . 2 1 nm
w® = —sin“(= =1,--- N
(2 N + 1 )7 ) b



Plan

© Muchos grados de libertad

Modos normales

Solucién general
Formulacién
Modos normales
Solucién general

Coordenadas
Normales

Matriz modal
Coordenadas normales

Muchos grados de
libertad
Problemas de N cuerpos
Frecuencias normales

Limite continuo
Paso al continuo

Solucién en modos
normales

Lagrangeano para la
cuerda

Coordenadas normales

Minimia accion en medios.
continuos

Hamiltoniano



3.3-Modos normales

Solucién general
Formulacién
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e Sustitucion de las frecuencias normales en la Ec. de mov.

Solucién general
EC. 8 da Coordenadas
Normales
2 COS L n = n + n Matriz modal
N + 1 pl - pl+1 pl—1 . Coordenadas normales
Muchos grados de
e Las soluciones estan dadas por el mismo método que e e Nevonos
para las raices de Dy = 0, pero es interesante un método Frocuencias normales
alternativo: Introducimos w(Xj) = pj, con x; = ja, y P
buscamos soluciones de la forma ks
normales
(X, t) = R(Aexp(ilkx; — wt]), (11) oargaceeo para e

Coordenadas normales
Minimia accion en medios.

0 bien con —k. e
e Sustitucion de Ec. 11 en Ec. 8 da

27 47 ka
2 _ _— — = —§j 2 —_
we = a(1 cos(ka)) 5 Sin ( 5 ) .



3.3-Modos normales

Usamos dos tipos de condiciones de borde:
e Condiciones de borde periddicas

u(xi) = p(xnyi) = p(xi + Na,

y usando Ec. 11, M =1 < k = 2nr/Na, con

n

0,+1,+2,---, (N —1) para N impar,

—_ N =

n = 0,+1,£2, - 7§(N—1),gparaNpar,

En que usamos la condicién de que deben haber
exactamente N modos normales.
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3.3-Modos normales

¢ Condiciones de borde con extremos fijos.
e La solucién general del tipo Ec. 11 es

p(x, 1) = R(AL€ [k — wi] + A_e/[—kx; — wt],

y las condicién ©(0) =0da A, = —A_.
e Con p(xnt+1) = u((N + 1)a) = 0 tenemos

sinfk(N+1)a)=0 = k= =1,---,N.

e Vemos que la expresion para k(n) es equivalente al aplicar
la ‘relacion de dispersion’ Ec. 27 a las w(n) dadas por el
método Dy = 0.

¢ Con este método alternativo tenemos la expresion para los
modos normales:

p(Xj, t) = 2iA, sin ( (Zf j1)> exp(iwt),

vemos que u(x;, t) oc p/ pero sin normalizar, ver aux..
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3.3-Modos normales

Solucién general
Formulacién

En resumen, graficamos e

Solucién general

2 . /nwa [, m e
wp/C = 5sm( /7; ), con/=(N+1)a, donde c = /7/( a). ot

Coordenadas normales
Muchos grados de
sF T 7 libertad
nn/1 Problemas de N cuerpos
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20
T

Limite continuo

w/c

Paso al continuo

Solucién en modos
normales

10

Lagrangeano para la
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Minimia accion en medios.
. L L L L continuos
Q 2 4 8 8 10 Hamiltoniano

Notar la existencia de una frecuencia normal maxima para
sistemas discregtos. Cuando N > 1, (wn/C)max =~ 2/, CON Una
longitud de onda minima A = 2a(N +1)/n > 2a.
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4.1-Paso al continuo

e Tomamos el ejemplo de las oscilaciones transversas de
una cuerda con masas, y llevamos N — oo, a — 0, con
o = m/a constante.

° =

nm
w2 —c—,neN.

e Soluciones en modos normales (~ ondas planas)
u(x, t) = Aexp(ilkx — wt]), con
k= (2mn)/l,n=0,+1,£2,--- , +o0.
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Tratamiento directo

dm (0))
& X

e Ec. de mov. de la cuerda. sin(¢) ~ ¢ ~ tan ¢ = du/ox.

2
Newton:odx% = 7(x + dx) ou

ou
I —7(x)

Xdx ox

= 0‘@ = E T(X)@
o ox ox )’

e Tarea: verificar que se obtiene la misma ecuacion desde

Ec. 8 pasando al continuo.
e Si oy 7 son constantes lleguamos a Ec. de ondas 1-D:

Pu 1 %Pu
ox2  ¢2 Ot

= 0. (12)
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Solucién en modos normales



4.2-Solucion en modos normales

e Ponemos u(x, t) = Cp(x) cos(wt + ¢). S
e Sustitucion en Ec. de ondas, Ec. 12, da: e remaes
d2 Coordenadas
Normales
2 .
g K =0 conk=w/o = p(x) = Asin(kx +0). e
. . Muchos grados de
» Extremos fijos, p(0) = p(1) =0 —+ p(x) ocsin(kx), con =
k=nn/l,neN. Fa——————
Modos normales
o Para satisfacer condiciones de bordes, el largo de la Limite continuo

cuerda debe ser un multiplo de la longitud de onda Eezceloneto

media, i.e. A =2//n.
e VVemos que el desplazamiento transversal en el caso e e

continuo es el mismo que en el caso discreto. e

continuos
e Por analogia con caso discreto, la solucion general de la
ec. de ondas se construye por superposicion de los
modos normales,

Lagrangeano para la
cuerda

Hamiltoniano

Z Cnp"(x) cOS(wnt + én). (13)



4.2-Solucion en modos normales

Solucién general
Formulacién

e O bien, en notacién de Fourier, Ec. 13 se escribe B

Solucién general
Coordenadas
2 . . Normales
u(x, 1) = > _\/ - sin(knx)[an cos(wat)+bpsin(wat)], (14) e
n

Muchos grados de
libertad

donde, a, = C,cos(¢n), bn = —Cpsin(¢n). il ol i
e a,y b, se despejan de las condiciones iniciles u(x,t = 0) Hodes normaes
y U(x,t = 0), usando la ortonormalidad de los modos. P
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4.2-Solucion en modos normales
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e Tarea: confirmar Ec. 15 para modos normales continuos S
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e Con la ortonormalidad, podemos despejar los a, y b, de problnis o cleoe
Ec. 14 usando las condiciones iniciales:
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Lagrangeano por limite continuo
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N
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L= 1S g - I3 gl —tiye,
2 a 2 a a Modos normales
i i=0
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Lagrangeano por tratamiento directo

e La energia cinética de un elto de masa dm es

ou
o (at) |
e Para la cuerda entera,
1 /! ou\?
¢ La energia potencial esta dada por el trabajo que ejercen

las fuerzas de tension internas a dm, que tienden a
devolverlo a su largo en reposo dx:

aw

—7(ds —dx) = —7dx | {1+ (gil

LG

N 2

T [ou
2[8] dx=-dlU. — V=
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4.4-Coordenadas normales

e Solucién general cuerda con extremos fijos:

Z pn(X)Cpcos(wnt + ¢n), (16)

CON pn(X) = \E sin (75) y /0 ' epn(X)opm(X) = S

e Del parecido con p;(t) = Z, 1 P7Cn, definimos

Cn(t) = Chcos(wnt+¢n), ne€N = u(x,t) an
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4.4-Coordenadas normales

e Integrando por partes V = 7 f ( ) dx, y usando ec. de Soluion general
ondas en Eq. 16 para 62u,(x) /8x2. Formuasen
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/ [ele]
T Coordenadas
V(x) = 5 /0 an(x)Cncos(wnt+¢n) Normales

Matriz modal
Coordenadas normales

» I':/tl;ue?raods grados de
me X)Cmky, cos(wmt + ém) |, (17)
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y usando la ortonormalldad de los modos,
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V( X E Wm C m- Lagrangeano para la
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e Para la energia cinética, T = 5 f dxo(du/0t)?, tenemos cortinvos

1 )
T= 2 Z(Cm)z
m

e Desacoplamos el Lagrangeano:

L= ({m— wh¢E),con ec. de mov (, = —w3Cn.
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4.5-Minimia accion en medios continuos

¢ Introducimos la densidad Lagrangeana £(u, %, %; X, t):

t2
§8=0=4 Ldt_é/ dt/d£ ou Uy h-o.

"ox’ ot’

e Considerando una variacion éu con
du(x =0,t) =du(x =1,t) =du(x, t) = du(x, ) =0, i.e.
con condiciones de bordes fijas, lleguamos a:

9 oL +i oL oL
oto(ou/ot)y  Ox o(0u/dx)  Ix

=0.

ou T (Ou\?
e ConL= fo ax (5 (8t) ~3 (8)() , recuperamos ec.

L
de ondas 1D.
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4.6-Hamiltoniano

e H=T + V yaque £ no depende de t, ni tampoco la
relacién entre (x, y) y las coord. gen. u;.

o= H=T+V= o fa (3)°+ dr ok (3)°

o > H=E= %Zn(én)z T w%((n)z, y usando
Cn = Cpcos(wpt + én),

1 [e%S)
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