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1. Soluciones de d’Alembert y de Bernouilli

1.1. Solucion de d’Alembert

= Por sustitucion, las soluciones de la ec. de ondas 1D se pueden escribir

u(z,t) = ¢(x + ct) + (z — ct).
m [as condiciones iniciales son

u(z,0) = f(z),

u(x,0) = g(x).
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1.2.

1.3.

La solucién Ec.|I|se pueden adecuar a cualquier condicién inicial fy g con

x+ct
wot) =3 lfa—et)+ flare)+ 5 [ g @

2c

Notar caso g = 0: ec. de ondas da dos sefiales propagdndose en sentido opues-
to con mitad de amplitud original.

Decomposicidon espectral

Consideremos una onda f(z — ct) propagandose hacia +z.
En 5, con velocidad ¢ respecto a .S, hacemos descomposicién de Fourier:

+o0
f(z') = / dkA(k) exp(ika').
Entonces en .S tenemos la descomposicion espectral

Flat) = / dkA(R) exp(ilkz — wt]) .

Vv
onda plana monocromatica

Longitud de onda A\ = 27 /w, periodo 7 = 27 /w.
d’Alembert para extremos fijos

Condiciones iniciales: u(z,0) = f(z), u(xz,0) = g(z), con extremos fijos
u(0,t) = u(l,t) = 0.

Cuerda: 0 < z <! = necesitamos extender el dominio de fy g(z £ ct) para
todo R porque ¢ — oo.

Requerimos f(—xz) = —f(x) y g(—x) = —g(z) de manera que f(0) =
g(0) = 0. Notar ondas viajando en sentido opuesto hacia 0.

Tbién requerimos f y g impares en torno a x = I:

f@)= fl+(x=10)=—-fl-(z=1) = [flz+2])
g(x) = g+ (z —1)) = —g(l = (z=1)) =glz+2])

= fy g deben ser impares y periddicas.




1.4. Equivalencia entre d’Alembert y Bernouilli para extremos
fijos

= Bernouilli = modos normales, u(z,t) = >~ Cy,p"(z) cos(w,t+ ¢,), 0 bien
u(z,t) = Zwisin (@)
T — V lo l
nmct . [ nmct
[ancos( l >+bnsm( l )],

donde, a,, = C,, cos(¢,,), b, = —C,, sin(¢py,).
= Expandimos d’ Alembert para extremos fijos, y usamos fol P () pm () odr =

flx) = niozl \/%An sin (HZLQC) ,

l /
con A, = \/3/ sin (mmc ) f(&"od! (3)
lo /o l

Onm.:

= De la misma manera para g,
- 2 . [/nTT
ole) = o\ Besin ()
n=1
2 l /
con B, =1/— / sin <mx ) g(z")ods’ (4)
lo J l

= Vemos que las expansiones de f y g en modos normales (i.e. serie de Fourier)
son impares y periédicas con periodo 2I.
= Sustituyendo fy g en la solucién de d’ Alembert, recuperamos

2 . /n7mw
u(z,t) = g ”ESID<T)
nmct . [ nmct
[ancos( l >+bnsm( l )],

cona, = A,y B, =nmcb,/l.




1.5. Ondas 3-D

En 3-D, )
1 0% (7t)
V(7 t) — = —=2~2
d’Alembert: ¢ = 1)(Z - ¢ + ct) = Onda plana.
Decomposicién espectral:

W(7t) = / Bl A(R) exp [i(/%

Ondas esféricas: busquemos soluciones (7, t)

=0.

-F—wt)]

f(r,t). En coordenadas

esféricas,
10 ,0f 19f
r20r Or 2 0t2
Solucion: | f = h(r £ ct)/r|.

Fendmenos ondulatorios

Sonido.

Ondas de superficie.

Ondas electromagnéticas.
Ondas de materia - ondiculas.

3. Flujo de energia
3.1.

Densidad Hamiltoniana y momentum canonico

Vector flujo de energia

= Del ppio de minima accion lleguamos,

to
5520:5/ Ldt =96

t1

2 !
/ dt / drL(
t 0

7ax7 at"r7

u t) =0,

lleguamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange para medios continuos (i.e. la

ecuacion de ondas),

0o 0L 0o 0L

9t 0(0ujon) |+ 9x 0(0ujon)

m [a densidad Hamiltoniana es

H = P% — L, conP =
ot

donde P es el momentum candnico.

oL
oL
aou’ (6)
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Vector flujo de energia
» Usando Eq.[j] calculamos la variacion de la densidad de energia (= densidad

Hamiltoniana si 2% = 0),

oH_ 9
ot Oz

oL 0u
% ot

cuando % = 0, es decir cuando 7"y V' no dependen explicitamente de ¢.
= En 3-D, lleguariamos a

oH =

— 7
BT +V-5=0, (7)
donde S; = ;Tﬁg— es el vector flujo de energia.

ox;
= Integrando en un volumen V', vemos que Eq. [/| constituye una ecuacién de

continuidad para la energia asociada a una onda.
A1

Ejemplo: cuerda

m Para la cuerda,

» De Eqgs.[0]y [7]tenemos

ou
P = o5ty
- ou du
S = —7(x )%aﬂv

A2

Ejemplo: onda monocromatica en una cuerda
= Calculemos el flujo de energia asociado a una onda monocromatica, u(x,t) =
Acos(kx — wt):
S = A?(tk*c) sin®(kx — wt), y en promedio temporal,

(S) = lim —/ Sdt = §A2(7k2) ;AQJCWQ.

T—oo T’

= Ademds tenemos la densidad de energia
H = A*rk?sin®(kx — wt).

= Vemos entonces que para una onda monocromatica

S =Hel
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3.2. Transmision, refleccion

= Cuando una onda u;(Z, t) incide en una discontinuidad del medio en el cual se
propaga, existe una onda reflejada u,.(Z, t), y una onda transmitida, u,(Z, t).
= El coeficiente de transmision se define

St
T=—
S’
y el coeficiente de refleccion es
Sy
R=—.
Si

= Para el ejemplo de una onda en una cuerda incidente en una discontinuidad de
o(x) (tarea),
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4. Paquetes de ondas

4.1. Medios dispersivos
Naturaleza discreta (cuantica) de la materia

= Cuando A es comparable con la distancia a entre las particulas discretas que
componen un medio continuo de dimensioén L >> a, la aproximacion de con-
tinuo falla y hay que recurrir a una descripcién discreta.
= Por ejemplo para la cuerda con masas, cuando A ~ a, en que a es la distancia
entre las masas, tenfamos
o 4T

1
w? = — sin®(<ka),
ma 2

y cuando A >> a recuperamos w® — Zk?.

= Definimos la velocidad de fase|c; = w/k|. Para una cuerda ideal, en el limite

continuo la velocidad de propagacion c; = c es constante, independiente de
w.
m Pero cuando k — oo,

4T
mak?

1
cp= sin2(§k‘a),

y vemos que ondas con mayor k se propagan mds lento.
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Roce

4.2.

Consideremos una cuerda en un medio viscoso, de manera que exista una
fuerza de roce opuesta al desplazamiento transversal.
A ler orden en la fuerza de roce, incluimos la fuerza de roce aplicada a un elto

de cuerda dx:
ou

= —dry—.
fr 'TXat

Un balance de fuerzas sobre un elemento dx da una ecuacion de ondas modi-

ficada,
0w  xou 10% 0. con T
_— e ——— —— = CcC = —.
ox2 10t 2 0t? ’ o

Consideremos la propagacion de una onda monocromética en un medio con
roce. Ponemos u(z,t) = Aexp [i(kx — wt)], y vemos que la relacion de dis-

persion
2
w w
= + ZXT — k* = 0 es compleja.

= k:EC, ]C:k?R+Z]€[
De la relacion de dispersion,

1 [ w? wt w2
=SS+ () )
2\ c c c
Entonces las soluciones de la ecuacion de ondas disipativa tienen la forma
u= Ae—k:[:zzei(ka—wt)‘
Si el medio disipativo esta confinado en z > 0, es necesario que k! > 0 para
evitar divergencia.

Paquetes de ondas

La decomposicion espectral de una sefial es
Y ,
u(r,t) = o / AK) expli(ka — wh)dk,
™ —0o0

en que A(k) es el ‘espectro’ de u , y tbien es la transformada de Fourier en
t=0.
Queremos estudiar la propagacion de la onda en un medio dispersivo, para
t>0.
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= Si partimos con un espectro A(k) muy angosto en torno a k.,

wik) = wo + (k — ko) g—:

ko

» Introduciendo ! = k£ — k.,

envoltura se propaga con velocidad vqg
7\

Ve

w(, 1) = expli(hor — wot)] / ALA(L+ ko) explil(z — v,1)],

con v, = Ow/0kl|y, |

= Entonces vemos que, modulo un factor harmoénico (exponencial oscilante),

ue,t) ~ S — vyt),

y la sefial se propaga con velocidad v,. Notamos que las ondas monocromati-
cas, 1.e. una sola componente espectral, no pueden transmitir informacion por-
que tienen dominio infinito.

= Para el caso de un espectro Gaussiano en ¢t = 0,

A(k) = exp(—a®(k — ko)?),

1 hop T
= (tarea) u(x,t = 0) = ———e™%e 12,

20/

ylo(u)o(A) =1

, donde o es la dispersion cuadritica media.

5. Difracciéon

e interferencias

18

19




	III 
	Soluciones de d'Alembert y de Bernouilli
	Solución de d'Alembert
	Decomposición espectral
	d'Alembert para extremos fijos
	Equivalencia entre d'Alembert y Bernouilli para extremos fijos
	Ondas 3-D

	Fenómenos ondulatorios
	Flujo de energía
	Vector flujo de energía
	Transmisión, reflección

	Paquetes de ondas
	Medios dispersivos
	Paquetes de ondas

	Difracción e interferencias


