Parte 11
Pequenas Oscilaciones
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1. Solucién general
1.1.  Formulacion
= Vamos a considerar perturbaciones en torno al equilibrio de un sistema con-

servativo, con constricciones independientes de ¢.
= Energia cinética en coord. gen.:

1
T:§Z)\ma>\q'aq'>\, cono, A=1,---,n,




donde Mgy = Zi:l mlﬁﬁ

= Perturbaciones: ¢, = ¢y + 7o

= En equilibrio, @), = gTV =0,y
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= El Lagrangeano es

1 ..
L=T-V=3 ;maAnAna — VoAl T

= Z MeATIA + Voaty = 0.
)

1.2. Modos normales
Un grado de libertad

B Mgy =M, Uyy = k.
= Solucién de Eq.[2]es = Re(z),

2(t) = z+e"\/§t + z,e’i\/gt, sik >0,
z(t) = z+e\/§t + z_e_\/gt, sik <0,

[ k
:>77:pcos< —t+¢>> .
m
n grados de libertad

= Pasando a C, Eq.[2|se escribe

ng)\é«;)\ + vpazy =0, conn, = R(z,).
)

)

2)

3)

= Buscamos soluciones de Eq. [3| en modos normales, en que todas las coorde-

nadas oscilan con la misma frecuencia:
2, = 25 exp(iwt).

= Sustitucion en Eq. [3|da
n
(va,\ - meU,\) 2y =0

_
A=1 ~
Ao\

» Eq.[]tiene soluciones no triviales solo si det(a,,) = 0,

|vo,\ —w?myy| =0 = nraices complejas w?, s=1,---

(4)




n grados de libertad

= Props: los w? son reales positivos (ver demo en clase).
» Como det(a,y) = 0, una de las n ecuaciones en Eq. 4{es combinacion lineal
de las otras. Eliminando la n-esima, la Ley de Cramer nos da z,:

21 Zn—1
ay1— + -+ a1 = —01n
Zn Zn
Zn—1 Zn—l.
A(n—1),1 + o A(n-1),(n-1) ~ - -
&)
= Vemos que 27 /z, es real porque todos los coefs a, son reales.
= 25 = €% ps. con (¢, p5) € R. (6)

Modos ortonormales

= Sustitucién de Eq. [ en Eq. [3] y combinando dos frecuencias normales s y ¢
lleguamos a

> phmorph = 6 (7)
Ao
= El modo normal correspondiente a la frecuencia normal (o ‘autovalor’) es

zy = C’Sew)‘gpS

o)

en que C*° y ¢° son las Unicas constantes reales por especificar.

1.3.  Solucién general

n Zg<t) = ZZ:I(Zi) twst + (ZS )UG_WSt, c=1,---.n.
= Tomando parte real, n, = (25 +25"), y definiendo (23 ), +(23)5 = C*pse'®s,

lleguamos a

n

Z p5C? cos(wst + ¢y).

=1
= para determinar las constantes ¢, y C*® se usan las condiciones iniciales, 7, (0)
y 1,(0), y usando Eq.

Z PAmrons(0) = Ccos(¢r)
o,
Z pg\mk,aiya((]) = —w;C"sin(¢y)

= despejamos C"* y tan(¢;).




2.

2.1.

2.2.

Coordenadas Normales

Matriz modal

Definimos la matriz modal A, = pS, es una matriz cuadrada independiente
de las condiciones iniciales.
prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz masa m,:

AT'mA =1
prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz potencial v, :

ATv A =1.
Coordenadas normales

Definimos un nuevo set de coordenadas generalizadas, ¢, con
n(t) = A((t), 0 bien, A" mn(t) = ((¢).

El Lagrangeano Eq.[I] se escribe
Z Moy = UoATlo T = Z(C/\) —wyls

Las ecuaciones de movimiento son entonces
. )
Co' = _WUCO'a 0 = 17 , 1.

Vemos que las coordenadas normales desacoplan el problema de pequeiias
oscilaciones. Las soluciones son,

(r = C7 cos(wyt + ¢,), y usando la definicién de (,,

= Zp COS wat + ¢a)

Ejemplos

= Dos péndulos acoplados
= Ortogonalizacién de Graham-Schmidt (Fetter 4.10)
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3. Muchos grados de libertad

3.1. Problemas de N cuerpos

s Modelo dered cristalina1—D. ™
- 1
L= §m;nf - §k;(m‘+1 — 7)2‘)27 conng =ny41 =0,

mij; + 2kn; — k(g1 +1i-1) =0, i =1,--- , N,

m Oscilaciones transversas de /N masas en una cuerda sin masa.

L. k .l
P g X

Meécanica vectorial da ec. de mov.:

. 2T T
Ml + —pi = E(Ni+1 + pi—1) = 0con pg = pin41 = 0. 8)
Similitud con model de red 1 — D sugiere k <> 7/a 'y
1 T
L=gm > (in)* - % > (i — ). 9)
i =0

3.2. Frecuencias normales

= Modos normales p; = C'p; cos(wt + ¢) =
2
Ec. de mov. (—T — mw?)p; — g(pi+1 +pii1)=0,9=1,---,N,
a

con po = py41 = 0. ,
= Introduciendo \ = 2 — 14

Api — (piy1 + pic1) = 0.

A2

13
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3.3.

El conjunto de ecuaciones lineales A\p; — (pi+1 + pi—1) = 0 tiene soluciones
no triviales solo si su determinante Dy = 0. =-(ver catedra)

Dy =ADyx_1— Dy_o.
Buscamos soluciones en Dy = Ae'BN,
— Dy =A™ + A 7Y con A\ =2cos(v).
Los A, estan dados por Dy y Ds:

sin((V + 1)v)
sin(v))

Usando A = 2 — mw?a/T = 2 cos(1)),

Dy = =0, = (N+1)yp=nmr,neN=¢ eR. (10)

== (1— = — sin?(~
w? = (1 —cos(¢)) = — sin*(7))
De Ec.[10] A X
5 T . 4 nm
— T sin?(= —1,--- N,
w ma" <2N+1>’ o

Modos normales

Sustitucidn de las frecuencias normales en la Ec. de mov. Ec. [8|da

nm 7 n U
2 cos N1 Pi = Pix1 T Pi1-

Las soluciones estan dadas por el mismo método que para las raices de Dy =
0, pero es interesante un método alternativo: Introducimos y(z;) = fp;, con
x; = ja,y buscamos soluciones de la forma

p(zj,t) = R(Aexp(ilkr; — wt]), (11)

o bien con —k.
Sustitucién de Ec.[I1]en Ec.[8 da

15
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Usamos dos tipos de condiciones de borde:

= Condiciones de borde periddicas
w(z;) = p(@n+i) = p(z; + Na),
y usando Ec.[l1] e*N* = 1 < k = 2n7/Na, con

1
n = 0,£1,+2 --- ,§(N — 1) para N impar,

1 N
n = 0,£1,£2,--- ’E(N_ 1),EparaNpar,

En que usamos la condicién de que deben haber exactamente N modos nor-

males. 17

= Condiciones de borde con extremos fijos.

e La solucion general del tipo Ec. |1 1]es
w(zy,t) = R(Ae'[kz; — wt] + A_e'[—kz; — wt],

y las condicién p(0) =0da A, = —A_.
e Con p(zn41) = u((N + 1)a) = 0 tenemos

nm
in(k(N+1)a)=0 = k=——— n=1,---, N.
sin(k(N + 1)a) a(N+1)’n 7T
e Vemos que la expresion para k(n) es equivalente al aplicar la ‘relacion
de dispersién’ Ec. [16]a las w(n) dadas por el método Dy = 0.

e Con este método alternativo tenemos la expresion para los modos nor-
males:

oA nmwrj ,
p(z;,t) = 2iA, sin <—a(N n 1)> exp(iwt),

vemos que fi(z;,t) o< p} pero sin normalizar, ver aux..
18

En resumen, graficamos

2
wp/c = =sin (%) ,conl = (N + 1)a, donde c = T/(ﬂ).
a



30
T

nm/1

w/c
20
T

10

n

Notar la existencia de una frecuencia normal maxima para sistemas discregtos.
Cuando N > 1, (wy/€)max =~ 2/a, con una longitud de onda minima A\ = 2a(N +
1)/n > 2a. 19

4. Limite continuo

4.1. Paso al continuo

= Tomamos el ejemplo de las oscilaciones transversas de una cuerda con masas,
y llevamos N — o0, a — 0, con o0 = m/a constante.
"= nm
CL)TQL — CT, n € N.
= Soluciones en modos normales (~ ondas planas) p(z,t) = A exp(i[kz —wt]),

conk = (2mn)/l,n=0,£1,4£2 ---  +o0. 20

Tratamiento directo

e

7
7

= Ec. de mov. de la cuerda. sin(¢) ~ ¢ ~ tan ¢ = du/0x.

2
Newton:adx% = 7(x + dx) % ", - T(x)%

o " ox \"Wor )

» Tarea: verificar que se obtiene la misma ecuacion desde Ec. |8 pasando al

continuo.
= Si oy 7 son constantes lleguamos a Ec. de ondas 1-D:
0? 10?
gr_ %%, (12)
ox? ¢ Ot?

21




4.2. Solucion en modos normales

Ponemos u(x,t) = Cp(x) cos(wt + ¢).
Sustitucion en Ec. de ondas, Ec. da:

d*p

dx?
Extremos fijos, p(0) = p(l) =0 — p(x) x sin(kx), con k = nn/l,n € N.
Para satisfacer condiciones de bordes, el largo de la cuerda debe ser un
multiplo de la longitud de onda media, i.e. A = 2[/n.

Vemos que el desplazamiento transversal en el caso continuo es el mismo que
en el caso discreto.

Por analogia con caso discreto, la solucion general de la ec. de ondas se cons-
truye por superposicion de los modos normales,

+k°p =0, con, k = w/c = p(z) = Asin(kx + 0).

u(z,t) = ZC’np"(x) cos(wpt + ¢n). (13)
n=1
22
= O bien, en notacion de Fourier, Ec. [13|se escribe
2
u(z,t) = ; \/ = sin(k,x)[a, cos(w,t) + by, sin(wpt)], (14)
donde, a,, = C,, cos(¢,,), b, = —C,, sin(¢py,).
" a, y b, se despejan de las condiciones iniciles u(z,t = 0) y u(z,t = 0),
usando la ortonormalidad de los modos.
= En el caso continuo, la relacion de ortonormalidad, Ec.[/| se escribe
al m
, t s _
N—};O%%OXQ ap' () a PH(Emt) = Ot
—
!
=>/ dzp'(z)op®(x) = g (15)
0 23
» Tarea: confirmar Ec. [I5|para modos normales continuos 1D.
= Con la ortonormalidad, podemos despejar los a,, y b, de Ec. [14| usando las
condiciones iniciales:
! k
Ay, = / p"(z)u(z,0)odr = \/§l0/ sin(k,z)u(z,0)odz,
0 0
! 5 [l
Wnbp :/ p"(x)i(x,0)odr = 4/ l_/ sin(kpz)i(z,0)odz.
0 g Jo
24




4.3. Lagrangeano para la cuerda

Lagrangeano por limite continuo
= De Ec.0]

N
1m . T Hit1 — Hiyo
L=-— P E—— ) I
5> alin)? = 5= a(=—=)

i i=0
= Pasando al limite continuo, a — 0, N — oo, p;(t) = u(x;, t),

[t ()

Lagrangeano por tratamiento directo

QJ|Q>
IS

.25

» La energia cinética de un elto de masa dm es
ou
—d
(5)
1! ou
T =— d .
) (Gt)

= La energia potencial esta dada por el trabajo que ejercen las fuerzas de tension
internas a dm, que tienden a devolverlo a su largo en reposo dzx:

2
dW = —7(ds—dzx)= —7dx {1+<8u> } -1
ot
T | Ou ou
() = =g [ (5)

4.4. Coordenadas normales

m Para la cuerda entera,

.26

= Solucion general cuerda con extremos fijos:

an )C,, cos(wnt + @), (16)

2 . /nmx !
con p,(z) = HESIH <T) y / Az py ()0 pm(T) = dmn
0

= Del parecido con p;(t) = Zfil pC,, definimos

Ca(t) = Cp cos(wpt + ¢p), n € N = u(zx,t) an

.27
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» Integrando por partes V' = 7 f(f (2—3)2 dx, y usando ec. de ondas en Eq.
para 0%u,, () /0x?:

V(x) / [Z pn(2)Cy, cos(wnt + ¢p)

[Z pm(2)Crk2, cos(wWimnt + dm)

; (17)

y usando la ortonormalidad de los modos,

1 o
=52 G
m=1
= Para la energia cinética, T = 1 [ dzo(9u/0t)?, tenemos

T= % Z(Cm)Q

m

= Desacoplamos el Lagrangeano:

( — w2,C2), con ec. de mov (,, = —w?2C,.

K

L=
1

3
I

4.5. Minimia accién en medios continuos

= Introducimos la densidad Lagrangeana £ (u, %, ‘?)—?; x,t):

55—0_5/ Ldt_é/ dt/dm/j u a“ z,t) = 0.

= Considerando una variacién du con du(z = 0,t) = du(x = [, t) = du(x,t;) =
du(z,ty) = 0, i.e. con condiciones de bordes fijas, lleguamos a:

9 oL N 9 oL oL 0
oto(0u/ot) = Oxd(0u/dx) Odxr

) ou\?
» Con L = fo dr (= (;Z) — % (a—z) , recuperamos ec. de ondas 1D.

L

11




4.6. Hamiltoniano

» H =T+ V yaque £ no depende de ¢, ni tampoco la relacion entre (z,y) y

las coord. gen. u;.
s = H=T+V = —afodx( + Tfo ( )2.

gu)”
C o H=E= L5 () wh (G y usando Gy = Gy cosnt + 6,).

12
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