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I Pequenas oscilaciones: teoria.

Sean V ({¢;}7) yT = % S23N ma;? las energias potencial y cinética que describen un sistema de N
particulas con n grados de libertad, coordenadas cartesianas z; ({¢;};~,), j =1, ..., 3N, y coordenadas
generalizadas g; ({xz}f’ivl) , 7=1,...,n < N. Elijimos un sistema de coordendas generalizadas tal que
{¢i}}_; = 0 en equilibrio.

1. ( 0.5 pt) Demuestre que en torno a los puntos de equlibrio 7'y V' son formas cuadraticas,

1 n n

V = §szijjqk (1)
j=1k=1
1 n n

T = §szjkdjdk, (2)
j=1k=1

donde las matrices © y m son constantes y simétricas (v, = vij, mjx = My;).

2. ( 0.5 pt) Usando las ecuaciones de Lagrange, muestre que las ecuaciones de movimiento tienen
la forma

Z (Vikqr + mukdr) = 0, Vi=1,..,n (3)
k=1

3. ( 0.5 pt) ; A qué corresponden los “modos normales” del sistema? ; Cuantos hay?

4. ( 0.5 pt) Suponga soluciones en modos normales y muestre que la ecuacién para las frecuencias

caracteristicas estd dada por
det(? — w?m) = 0. (4)

5. ( 1.0 pt) Desmuestre que, para dos frecuencias caracteristicas distintas w® y w?, los modos
: s,t . s .
normales correspondientes p,” satisfacen una relacién de ortonormalidad:

> pimrpl, = dat. (5)
7.k

6. ( 1.0 pt) ; Qué ocurre en el caso degenerado, w® = w!'? Muestre que en el caso degenerado se
pierde informacién sobre los modos normales, en el sentido que no cumplen automé&ticamente
Ec. 5. ; Cémo contruiria en el caso degenerado un conjunto de modos normales ortonormales
segun Ec. 57

7. ( 1.0 pt) Muestre que existe un sistema de coordenadas generalizadas naturales que desacoplan
el problema mecanico. Dé la relacién entre estas coordenadas naturales y {¢;}, y su inverso.

8. ( 1.0 pt) Escriba una expresién general para la solucién del problema mecénico, ¢(t). ; Cémo
implementaria las condiciones iniciales sobre {q;, ¢;}(t = 0) para particularizar la solucién gene-
ral?
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II Pequenas oscilaciones: aplicaciones.

1. Un aro de masa m; y radio r, que rueda sin resbalar, estd unido a un resorte, de contante elastica
k, desde su centro y el otro extremo del resorte estd fijo a la pared. Sujeto al borde del aro hay
un péndulo de largo [ y masa ms. Suponga que en equilibrio el resorte esta con su largo natural
y el péndulo estd en linea vertical con el centro del aro.

= ( 1.0 pt) Encuentre las frecuencias propias del sistema.
= ( 1.0 pt) Encuentre los modos normales de oscilacién del sistema.

= (1.0 pt) En ¢t = 0 el sistema esta en su posicién de equilibrio, el péndulo es impulsado
con velocidad v,. Calcule y grafique la trayectoria del sistema.

l g Estado de equilibrio
m;

ANNNNNNNNNNN

2. Un bloque uniforme de masa m, largo a y altura b estd sostenido por dos resortes, uno en cada
extremo. Las constantes elasticas de los resortes son ki y ks, con k1 = ko = k. Los resortes se
mantienen verticales.

= ( 1.0 pt) Escriba el Lagrangeano si la energia cinética del bloque es T' = %sz + %I 02,
con I = %m(a2 +b?), y en que V es la velocidad del centro de masa, y @ es un angulo.

= ( 1.0 pt) Encuentre las frecuencias propias del sistema.

= ( 1.0 pt) Encuentre los modos normales de oscilacién del sistema.
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