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1. Soluciones de d’Alembert y de Bernouilli

1.1. Solución de d’Alembert

Por sustitución, las soluciones de la ec. de ondas 1D se pueden escribir

u(x, t) = φ(x+ ct) + ψ(x− ct). (1)

Las condiciones iniciales son

u(x, 0) = f(x),

u̇(x, 0) = g(x).
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La solución Ec. 1 se pueden adecuar a cualquier condición inicial f y g con

u(x, t) =
1

2
[f(x− ct) + f(x+ ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(x′)dx′. (2)

Notar caso g = 0: ec. de ondas da dos señales propagándose en sentido opues-
to con mitad de amplitud original.

.3

1.2. Decomposición espectral

Consideremos una onda f(x− ct) propagándose hacia +x.
En S ′, con velocidad c respecto a S, hacemos descomposición de Fourier:

f(x′) =

∫ +∞

−∞
dkA(k) exp(ikx′).

Entonces en S tenemos la descomposición espectral

f(x, t) =

∫
dkA(k) exp(i[kx− ωt])︸ ︷︷ ︸

onda plana monocromática

.

Longitud de onda λ = 2π/ω, perı́odo τ = 2π/ω.
.4

1.3. d’Alembert para extremos fijos

Condiciones iniciales: u(x, 0) = f(x), u̇(x, 0) = g(x), con extremos fijos
u(0, t) = u(l, t) = 0.
Cuerda: 0 ≤ x ≤ l ⇒ necesitamos extender el dominio de f y g(x± ct) para
todo R porque t→∞.
Requerimos f(−x) = −f(x) y g(−x) = −g(x) de manera que f(0) =
g(0) = 0. Notar ondas viajando en sentido opuesto hacia 0.
Tbién requerimos f y g impares en torno a x = l:

f(x) = f(l + (x− l)) = −f(l − (x− l)) = f(x− 2l)

g(x) = g(l + (x− l)) = −g(l − (x− l)) = g(x− 2l)

⇒ f y g deben ser impares y periódicas.
.5
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Bernouilli≡modos normales, u(x, t) =
∑∞

n=1Cnρ
n(x) cos(ωnt+φn), o bien

u(x, t) =
∑
n

√
2

lσ
sin
(nπx

l

)
[an cos

(
nπct

l

)
+ bn sin

(
nπct

l

)
],

donde, an = Cn cos(φn), bn = −Cn sin(φn).
Expandimos d’Alembert para extremos fijos, y usamos

∫ l
0
ρn(x)ρm(x)σdx =

δnm:

f(x) =
∞∑
n=1

√
2

lσ
An sin

(nπx
l

)
,

con An =

√
2

lσ

∫ l

0

sin

(
nπx′

l

)
f(x′)σdx′ (3)

.6

De la misma manera para g,

g(x) =
∞∑
n=1

√
2

lσ
Bn sin

(nπx
l

)
,

con Bn =

√
2

lσ

∫ l

0

sin

(
nπx′

l

)
g(x′)σdx′ (4)

Vemos que las expansiones de f y g en modos normales (i.e. serie de Fourier)
son impares y periódicas con perı́odo 2l.
Sustituyendo f y g en la solución de d’Alembert, recuperamos

u(x, t) =
∑
n

√
2

lσ
sin
(nπx

l

)
[an cos

(
nπct

l

)
+ bn sin

(
nπct

l

)
],

con an ≡ An y Bn = nπcbn/l.
.7

1.4. Ondas 3-D

En 3-D,

∇2ψ(~r, t)− 1

c2
∂2ψ(~r, t)

∂t2
= 0.
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d’Alembert: ψ = ψ(~x · ĉ± ct) ⇒ Onda plana.
Decomposición espectral:

ψ(~r, t) =

∫
d3kA(~k) exp

[
i(~k · ~r − ωt)

]
.

Ondas esféricas: busquemos soluciones ψ(~r, t) = f(r, t). En coordenadas
esféricas,

1

r2
∂

∂r
r2
∂f

∂r
− 1

c2
∂2f

∂t2
= 0.

Solución: f = h(r ± ct)/r .
.8

2. Flujo de energı́a

2.1. Vector flujo de energı́a

Densidad Hamiltoniana y momentum canónico
Del ppio de mı́nima acción,

δS = 0 = δ

∫ t2

t1

Ldt = δ

∫ t2

t1

dt

∫ l

0

dxL(u,
∂u

∂x
,
∂u

∂t
;x, t) = 0,

lleguamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange para medios continuos (i.e. la
ecuación de ondas),

∂

∂t

∂L
∂(∂u/∂t)

+
∂

∂x

∂L
∂(∂u/∂x)

− ∂L
∂u

= 0. (5)

La densidad Hamiltoniana es

H = P ∂u
∂t
− L, conP =

∂L
∂ ∂u
∂t

, (6)

donde P es el momentum canónico. .9

Vector flujo de energı́a
Usando Ec. 5 calculamos la variación de la densidad de energı́a (≡ densidad
Hamiltoniana si ∂L

∂t
= 0),

∂H
∂t

= − ∂

∂x

[
∂L
∂ ∂u
∂x

∂u

∂t

]
,

cuando ∂L
∂t

= 0, es decir cuando T y V no dependen explı́citamente de t.
En 3-D, lleguarı́amos a

∂H
∂t

+ ~∇ · ~S = 0, (7)

donde Si ≡
∂L
∂ ∂u
∂xi

∂u

∂t
es el vector flujo de energı́a.

Integrando en un volumen V , vemos que Ec. 7 constituye una ecuación de
continuidad para la energı́a asociada a una onda. .10
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Ejemplo: cuerda
Para la cuerda,

L =
σ

2

(
∂u

∂t

)2

− τ

2

(
∂u

∂x

)2

, y

H =
σ

2

(
∂u

∂t

)2

+
τ

2

(
∂u

∂x

)2

.

De Eqs. 6 y 7 tenemos

P = σ(x)
∂u

∂x
, y

~S = −τ(x)
∂u

∂x

∂u

∂t
x̂.

.11

Ejemplo: onda monocromática en una cuerda
Calculemos el flujo de energı́a asociado a una onda monocromática, u(x, t) =
A cos(kx− ωt):

S = A2(τk2c) sin2(kx− ωt), y en promedio temporal,

〈S〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

Sdt =
1

2
A2(τk2c) =

1

2
A2σcω2.

Además tenemos la densidad de energı́a

H = A2τk2 sin2(kx− ωt).

Vemos entonces que para una onda monocromática
S = Hc .

.12

2.2. Transmisión, reflección

Cuando una onda ui(~x, t) incide en una discontinuidad del medio en el cual se
propaga, existe una onda reflejada ur(~x, t), y una onda transmitida, ut(~x, t).
El coeficiente de transmisión se define

T =
St
Si
,

y el coeficiente de reflección es

R =
Sr
Si
.

Para el ejemplo de una onda en una cuerda incidente en una discontinuidad de
σ(x) (tarea),

R =

[√
σ1 −

√
σ2√

σ1 +
√
σ2

]2
y T =

4
√
σ1σ2[√

σ1 +
√
σ2
]2

.13
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3. Paquetes de ondas

3.1. Medios dispersivos

Naturaleza discreta (cuántica) de la materia

Cuando λ es comparable con la distancia a entre las partı́culas discretas que
componen un medio continuo de dimensión L � a, la aproximación de con-
tinuo falla y hay que recurrir a una descripción discreta.
Por ejemplo para la cuerda con masas, cuando λ ∼ a, en que a es la distancia
entre las masas, tenı́amos

ω2 =
4τ

ma
sin2(ka/2),

y cuando λ� a recuperamos ω2 → τ
σ
k2.

Definimos la velocidad de fase cf ≡ ω/k . Para una cuerda ideal, en el lı́mite
continuo la velocidad de propagación cf = c es constante, independiente de
ω.
Pero cuando k →∞,

cf =

√
4τ

mak2
sin2(ka/2),

y vemos que ondas con mayor k se propagan más lento.
.14

Roce

Consideremos una cuerda en un medio viscoso, de manera que exista una
fuerza de roce opuesta al desplazamiento transversal.
A 1er orden en la fuerza de roce, incluimos la fuerza de roce aplicada a un elto
de cuerda dx:

fr = −dxχ∂u
∂t
.

Un balance de fuerzas sobre un elemento dx da una ecuación de ondas modi-
ficada,

∂2u

∂x2
− χ

τ

∂u

∂t
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0, con c =

√
τ

σ
.

.15

Consideremos la propagación de una onda monocromática en un medio con
roce. Ponemos u(x, t) = A exp [i(kx− ωt)], y vemos que la relación de dis-
persión

ω2

c2
+ i

χω

τ
− k2 = 0 es compleja.

⇒ k ∈ C, k = kR + ikI .
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De la relación de dispersión,

kI± = −χω/(2τkR±),

kR± =
1

2

(
ω2

c2
±
√
ω4

c4
+
(χω
c

)2)
.

Entonces las soluciones de la ecuación de ondas disipativa tienen la forma

u = Ae−k
Ixei(k

Rx−ωt).

Si el medio disipativo esta confinado en x > 0, es necesario que kI > 0 para
evitar divergencia. .16

3.2. Paquetes de ondas

La decomposición espectral de una señal es

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

A(k) exp[i(kx− ωt)]dk,

en que A(k) es el ‘espectro’ de u , y tbien es la transformada de Fourier en
t = 0.
Queremos estudiar la propagación de la onda en un medio dispersivo, para
t > 0.
Si partimos con un espectro A(k) muy angosto en torno a k◦,

ω(k) = ω◦ + (k − k◦)
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k◦

.

Introduciendo l ≡ k − k◦,

u(x, t) = exp[i(k◦x− ω◦t)]

envoltura se propaga con velocidad vg︷ ︸︸ ︷∫
dlA(l + k◦) exp[il(x− vgt)],

con vg ≡ ∂ω/∂k|k◦ .
.17

Entonces vemos que, modulo un factor harmónico (exponencial oscilante),

u(x, t) ∼ f(x− vgt),
y la señal se propaga con velocidad vg. Notamos que las ondas monocromáti-
cas, i.e. una sola componente espectral, no pueden transmitir información por-
que tienen dominio infinito.
Para el caso de un espectro Gaussiano en t = 0,

A(k) = exp(−α2(k − k◦)2),

⇒ (tarea) u(x, t = 0) =
1

2α
√
π
eik◦xe−

x2

4α2 ,

y σ(u)σ(A) = 1 , donde σ es la dispersión cuadrática media.
.18
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4. Fenómenos ondulatorios

Sonido.
Ondas de superficie.
Ondas electromagnéticas.
Ondas de materia - ondı́culas.

.19

4.1. Sonido

Sonido: señal de presión en oı́do, Pe(t), tal que P = P◦+Pe, y con intensidad
medida en dB,

I

dB
= 20 log(Pe/Pref), con Pref = 2 10−5 N m−2.

Umbral de audibilidad: I = 0 dB. Umbral del dolor: I = 130 dB. Conversa-
ción: I = 40 dB. Turbina de avión, martillo neumático: I = 120 dB.
Vemos que Pe � P◦ ∼ 105 N m−2 = 1 bar.
Existe una ecuación de estado que liga P = f(n, T ), por ejemplo P = nkT .
Con suposiciones adicionales sobre T , que particularizan el proceso termo-
dinámico, se puede escribir una relación 1 a 1 P = f(n).
⇒ P◦ + Pe = f(n◦ + ne) = f(n◦) + nef

′(n◦).
⇒

Pe = κne, (8)

con κ = f ′(n◦) = ∂P
∂n

∣∣
n=n◦ .

.20

En una onda de sonido, la variación de presión P (t) induce un desplazamiento
lineal χ(x, t), tal que aire en la posición x oscila en torno a x con un despla-
zamiento χ.
La masa de aire en un volumen elemental ∆V = A∆x es conservada:

n◦∆x = n(x, t)(x+ ∆x+ χ(x+ ∆x, t)− x− χ(x, t)).

Para ∆x→ 0, n◦ = (n◦ + ne)
(
∂χ
∂x

+ 1
)
,

Y con ne � n◦, tenemos una relación entre ne y χ:

ne ≈ −n◦
∂χ

∂x
. (9)

.21
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La segunda ley de Newton aplicada a un elemento de volumen es:

mn◦A∆x
∂2χ

∂t2
= [P (x, t)− P (x+ ∆x, t)]A ≈ −∂Pe

∂x
∆xA.

Con la relación entre Pe y ne, Ec. 8, y con Ec. 9,

∂2χ

∂t2
=

κ

me

∂2χ

∂x2

χ(x, t) satisface la Ec. de ondas, con cs =
√
κ/m =

√
∂P/∂ρ .

Además de Ec. 9, vemos que ne y Pe (de Ec. 8), también cumplen ec. de ondas.
.22

Newton: Sonido isothermal con T constante⇒ difusión aplana las perturba-
ciones de densidad. A pesar de la imposibilidad del sonido isotermal, ponga-
mos P = nkT ⇒

c2s =
∂P

∂ρ
=
kT

m
.

En el caso isotermal, cs ≈ 290 m s−1, lo cual es cercano pero inferior al
observado ≈ 330 m s−1.

.23

Laplace: longitud de onda sonido es� libre camino medio, λs ≈ 1 m� l =
1/(nσ) ≈ 10−7 m.
Perturbaciones adiabáticas, sin difusión⇒ PV γ = Cte ⇔ P =

(
mN
V

)γ
=

Cte,
⇒ P = Cteργ , y

∂P

∂ρ
=
γP

ρ
= c2s.

Usando PV = NkT ,

cs =

√
γkT

m
. (10)

Del teorema de equipartición, vemos que cs ≈
√
〈v2〉.

Para un gas ideal monoatómico, γ = Cp
Cv

= 5/2
3/2

, mientras que para un gas ideal
diatómico γ ≈ 7/5.
El factor

√
γ lleva a acuerdo con las observaciones.

.24

Efecto Doppler.
Modos normales de la zampoña.

.25
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4.2. Ondas de superficie

Sea ζ(x, t) el desplazamiento del equilibrio de la superficie de agua en un
estanque con profundidad h. Estudiaremos el caso h� λ.
Consideremos el desplazamiento vertical de un volumen δV:

ρδV d
2z

dt2
= fz + δAP (z)− δAP (z + dz), con δV = δAδz.

⇒ ρ
dvz
dt

= fz −
∂P

∂z
, (11)

o en general,

ρ
d~v

dt
= ~f − ~∇P. (12)

Hipótesis por verificar y cuantificar: dvz
dt
∼ 0 .

⇒ −g − 1

ρ

∂P

∂z
= 0, y

P (x, z) = P◦ + ρg(ζ(x, t)− z). (13)
.26

Notemos ahora que a primer orden en vz, dvzdt = ∂vz
∂t

:

dvz
dt

=
∂vz
∂t

dt

dt
+
∂vz
∂x

dx

dt
+
∂vz
∂y

dy

dt
+
∂vz
∂z

dz

dt︸ ︷︷ ︸
O(v2z)

.

Del equivalente a Ec. 12 en x:

dvx
dt

= −1

ρ

∂P

∂x
. (14)

Usando Ec. 13,
∂vx
∂t

= −g ∂ζ
∂x
. (15)

.27

Para fijar ideas, consideremos un canal con ancho b segun ŷ.
Conservación de masa en el volumen dV = hbdx, con borde δS:∫

δS
−ρ~v · d ~A︸ ︷︷ ︸

−ρ[(h+ζ)bvx]|x+δx+ρ[(h+ζ)bvx]|x

=
d

dt

∫
dV
ρdV︸ ︷︷ ︸

∂
∂t

(ρ[h+ζ]bδx)

,

⇒ −ρhbδx∂vx
∂x

= ρbδx
∂ζ

∂t
.

Tenemos entonces, de la conservación de masa,

− h∂vx
∂x

=
∂ζ

∂t
. (16)

.28
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Combinando Ec. 15 (Euler), y Ec. 16 (continuidad), llegamos una ecuación de
ondas en ζ(x, t):

gh
∂2ζ

∂x2
=
∂2ζ

∂t2
=⇒ c =

√
gh.

Tenemos el resultado interesante que la señales se propagan más rápido a ma-
yor profundidad h.
⇒ en una evolución no lineal, como en una ola, la cresta de la ola se propaga
mas rápido, y se quiebra la ola.

.29

Verifiquemos ahora la hipótesis dvz
dt
∼ 0 cuando h� λ.

Busquemos soluciones en modos normales en un estanque de largo l, y con
vx = 0 en los bordes.
Usando Ec. 15, ∂ζ

∂x
= 0 en los bordes.

Los modos son
ζn(x, t) = un(x) cos(ωnt+ φn),

con un(x) =
2

l
cos
(nπx

l

)
, n = 1, 2, 3, · · · ,∞.

.30

De Ec. 15, la velocidad es

vnx(x, t) =
c

h
sin(knx) sin(knct+ φn).

Con vz = ∂ζ
∂t

en la superficie, donde vz es máxima (vz = 0 en el fondo),
podemos estimar

1

g

dvz
dt
≈ 1

g

∂vz
∂t
≈ k2nc

2ζn
g

,

con ζn � h, y c2 = gh,
1

g

∂vz
∂t
�
(

2πh

λn

)2

,

entonces vemos que ∂vz
∂t

es despreciable (ante g) si h� λ.
.31

A.N.: c =
√
gh ∼ 0,2 km s−1 = 800 km/h para h = 5 km. Esta es la velocidad

de propagación para tsunamis con λ� 5 km.
.32
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4.3. Ondas electromagnéticas y ondı́culas

4.4.3- Ondas electromagnéticas

Ecuaciones de Maxwell⇒ campos ( ~E, ~B) satisfacen ecuación de ondas:

∇2 ~E − εε◦µµ◦
∂2 ~E

∂t2
= 0,

⇒ c = c◦/n, donde c◦ es la velocidad de la luz en el vacı́o, y n es el ı́ndice de
refracción.
Analogı́a con ondas mecánicas sugiere que señal ( ~E, ~B) se propaga en un
medio, el “ether”.

.33

La densidad de energı́a asociada a señal ( ~E, ~B) es

u =
1

2
~E · ~D +

1

2
~H · ~B,

con ~B = µµ◦ ~H y ~D = εε◦ ~E.

Conservación de energı́a (ec. de continuidad):

∂u

∂t
+ ~∇ · ~S = −~jl · ~E, con ~S = ~E × ~H vector de Poynting. (17)

.34

Relación entre ~E y ~B en ondas planas

~E

 0
f(x− ct) + g(x+ ct)
F (x− ct) +G(x+ ct)

⇒ c ~B

 0
−F (x− ct) +G(x+ ct)
f(x− ct) + g(x+ ct)

 .

⇒ ~E ⊥ ~B ⊥ k̂
.35

u y vector de Poynting para una onda plana electromagnética

~S = ε◦c
2 ~E × ~B = ~E × ~H, y u =

1

2
ε◦| ~E|2 +

1

2
ε◦c

2| ~B|2

−→ u = ε◦E
2 y ~S = uck̂

.36
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Polarización
Para una “Onda Plana Monocromática” (OPM),

Re
[
~Ek

]
= Re

[
x̂εxe

iφx exp (i(kx− ωt)) + ŷεye
iφy exp (i(kx− ωt))

]
Polarización lineal: φy − φx = 0.
Polarizacióh circular: |φy − φx| = π

2
y εy = εx.

El caso general es elı́ptico, con tan(χ) = εx
εy

cos(φx)
cos(φy)

.

χ

x

y

.37

Radiación electromagnética

Potencial vector B ≡ ~∇⊗ ~A.
Approximación dipolar: lejos de una distribución de cargas con densisad de
corriente ~j(~r, t) = ρ(~r, t)~v(~r, t),

~A(~r1, t) =
µ◦

4πr1

∫
d3r2~j(~re, t− r1/c) =

µ◦
4πr1

∑
a

qa~va(t− r1/c).

Introduciendo el dipolo eléctrico ~d =
∑

a qa~va,

~A =
µ◦

4πr1
˙vecd(t− r1/c) ∼

~ψ(t− r1/c)
r1︸ ︷︷ ︸

onda esférica

.

.38

Radiación dipolar

Cálculo de ~E, ~B:

~B = ~∇⊗ ~A,

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
,

~∇ · ~A =
1

c2
∂φ

∂t
Gauge de Lorentz.
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· · · =⇒:

~B =
µ◦

4πcr
~̈d⊗ r̂,

~E = c ~B ⊗ r̂ − ~∇φ− ∂ ~A

∂t
,

.39

Fórmula de Larmor para radiación dipolar

Cálculo de ~S:
~S = ε◦c

( µ◦
4πr

~̈d
)2

sin2(θ)r̂,

donde θ es el ángulo entre r̂ y ~d.
Integrando la potencia emitida en todas direcciones,

P =

∫
4π

~S · r̂ r2dΩ =
µ◦
6πc

(
d̈
)2
,

Fórmula de Larmor.
Notar caso de una antena, con d = LQ,y I = Q̇ = Re [I◦e

iωt].
.40

4.4.3- Ondı́culas

Experimento de Michelson en ∼1900 demuestra inexistencia del “ether”.
Cuantización de la energı́a electromagnética (cuerpo negro, Planck 1900) +
efecto fotoléctrico (Einstein 1905)⇒ señal ( ~E, ~B) es transportada por partı́cu-
las sin masa, llamadas ‘fotones’:

energı́a E = hν.

momentum p = h/λ.

Con partı́culas el Ether como medio de propagación ya no es necesario, señal
( ~E, ~B) es una onda en la densidad de energı́a⇒ densidad de fotones.

.41

Electrones se comportan a veces como ondas (son difractados por obstácu-
los, demostrad o experimentalmente en 1927), a veces como partı́culas (carga
elemental de Millikan, 1910).
Louis de Broglie propone extender concepto de ‘ondı́culas’ a materia: aso-
ciamos una longitud de onda al momentum, con p = h/λ = ~k, y energı́a
cinética + potencial E = hν = ~ω.
Continuidad de la ‘función de onda’⇒ circunferencias en órbitas electrónicas
deben ser múltiplos de λ⇒ Explicación de los postulados de Bohr.
Schrödinger y la mecánica ondulatoria: la amplitud de la función de onda
electrónica ψ(~r, t) (o para cualquier partı́cula) da la densidad de carga:

ρ = ψψ∗.
.42
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Para una partı́cula con masa, no relativista (v � c, la energı́a total (o sea
cinética + potencial) es E = p2

2m
+ V .

Notamos que para una OPM ψ(~r, t) ∝ exp[i(~k.~r − ωt],

∂ψ

∂t
= −iωψ = −iE

~
ψ, y

∂2ψ

∂x2
= −k2ψ = −p

2

~2
ψ.

Escribiendo p2

2m
ψ + V ψ = Eψ, llegamos a la ecuación de Schrödinger:

− ~2

2m
∇2ψ + V ψ = i~

∂ψ

∂t
.

.43

5. Difracción e interferencias

En general la potencia que lleva una onda plana que viaja con velocidad c, esta
dada por el vector flujo de energı́a (Poynting), S ∝ uc, donde u es la densidad
de energı́a, u ∝ |ψ|2.

.44
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