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1. Soluciones de d’Alembert y de Bernouilli

1.1. Solucion de d’Alembert

= Por sustitucion, las soluciones de la ec. de ondas 1D se pueden escribir
u(z,t) = ¢(x + ct) + (z — ct).
= Las condiciones iniciales son

u(z,0) = f(z),
w(z,0) = g(x).
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1.2.

1.3.

La solucién Ec.|I|se pueden adecuar a cualquier condicién inicial fy g con

x+ct
wot) =3 lfa—et)+ flare)+ 5 [ g @

2c

Notar caso g = 0: ec. de ondas da dos sefiales propagdndose en sentido opues-
to con mitad de amplitud original.

Decomposicidon espectral

Consideremos una onda f(z — ct) propagandose hacia +z.
En 5, con velocidad ¢ respecto a .S, hacemos descomposicién de Fourier:

+o0
f(z') = / dkA(k) exp(ika').
Entonces en .S tenemos la descomposicion espectral

Flat) = / dkA(R) exp(ilkz — wt]) .

Vv
onda plana monocromatica

Longitud de onda A\ = 27 /w, periodo 7 = 27 /w.

d’Alembert para extremos fijos

Condiciones iniciales: u(z,0) = f(z), u(xz,0) = g(z), con extremos fijos
u(0,t) = u(l,t) = 0.

Cuerda: 0 < z <! = necesitamos extender el dominio de fy g(z £ ct) para
todo R porque ¢ — oo.

Requerimos f(—xz) = —f(x) y g(—x) = —g(z) de manera que f(0) =
g(0) = 0. Notar ondas viajando en sentido opuesto hacia 0.

Tbién requerimos f y g impares en torno a x = I:

= fy g deben ser impares y periddicas.




1.4.

Bernouilli = modos normales, u(z,t) = > 7 | Cpp"(x) cos(w,t+ ¢y,), 0 bien
u(z,t) = szsin <w>
= Vle l
nmct . [ nmct
[ancos( l >+bnsm( l )],

donde, a,, = C), cos(¢,,), b, = —C,, sin(¢,,).
Expandimos d’ Alembert para extremos fijos, y usamos f(f P () pm(z)odr =

flz) = i \/gAn sin (?) ,

l /
con A, = \/%/0 sin (m;x ) f(2)oda' (3)

Onyrn:

De la misma manera para g,
> 2 . /NTT
glx) = Z EBH sin <T> ,
n=1
2 l /
con B, = \/—/ sin (nmc ) g(x)odx' 4)
lo J, l

Vemos que las expansiones de [y g en modos normales (i.e. serie de Fourier)
son impares y periddicas con periodo 2/.
Sustituyendo f y ¢ en la solucién de d’ Alembert, recuperamos

2 . /nmx
u(z,t) = Z \/ 7 Sin (T)
nmct . nmct
[ancos( l >+bnsm( l )],

cona, = A,y B, =nncb,/I.

Ondas 3-D

En 3-D,
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= d’Alembert: ¢ = (& - ¢ £ ¢t) = Onda plana.
= Decomposicion espectral:

W L) = / PRAR) exp [i(F -7~ wt)]

= Ondas esféricas: busquemos soluciones 1 (7,t) = f(r,t). En coordenadas
esféricas,

L0 08 10

2 Grr ar % ot?
Solucién: | f = h(r & ct)/r

2. Flujo de energia

2.1. Vector flujo de energia

Densidad Hamiltoniana y momentum canonico
= Del ppio de minima accidn,

ou Ou
0S8 =0= 5/Ldt 6/dt/dx£ 881&’)_0’

lleguamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange para medios continuos (i.e. la
ecuacion de ondas),

0o 0L 0o 0L oL

91 00u)ot) " 92 00ujox)  ou )
= La densidad Hamiltoniana es
ou oL
H = PE L,conP = 88“’ (6)
donde P es el momentum candnico. 9

Vector flujo de energia

» Usando Ec. [5] calculamos la variacion de la densidad de energia (= densidad
Hamiltoniana si 22 = 0),

oH_ 9
ot Ox

oL u
9% ot

cuando % = 0, es decir cuando 7'y V' no dependen explicitamente de ¢.
= En 3-D, lleguariamos a
OH "
ot
oL Ou .
donde S; = ———— es el vector flujo de energia.
aax ot
= Integrando en un volumen V', vemos que Ec. [/| constituye una ecuacion de

continuidad para la energia asociada a una onda.

V-S=0, (7)
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Ejemplo: cuerda

m Para la cuerda,

= De Egs.[0]y [7]tenemos

r)— .

Ox Ot

%]
|
|

/—\

\_/
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Ejemplo: onda monocromatica en una cuerda

= Calculemos el flujo de energia asociado a una onda monocromatica, u(x,t) =
Acos(kx — wt):

S = A*(Tk*c) sin®(kx — wt) y en promedio temporal,
1
= lim — / Sdt = ~A*(tk*c) = = A*ocw’.
T—>oo 2
= Ademds tenemos la densidad de energia
H = A*7k?sin®(kx — wt).
= Vemos entonces que para una onda monocromatica

|5 =Hel

A2

2.2. Transmision, refleccion

= Cuando una onda u;(Z, t) incide en una discontinuidad del medio en el cual se
propaga, existe una onda reflejada w,.(Z, t), y una onda transmitida, u,(Z, t).
= El coeficiente de transmision se define

St
T=—
S;’
y el coeficiente de refleccion es
S,
R=—.
S

= Para el ejemplo de una onda en una cuerda incidente en una discontinuidad de

o(x) (tarea),

B [%T”: [ng—;—]
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3. Paquetes de ondas

3.1. Medios dispersivos
Naturaleza discreta (cuantica) de la materia

= Cuando A es comparable con la distancia a entre las particulas discretas que
componen un medio continuo de dimensién L > a, la aproximacion de con-
tinuo falla y hay que recurrir a una descripcion discreta.
= Por ejemplo para la cuerda con masas, cuando A ~ a, en que a es la distancia
entre las masas, tenfamos
4T

? = —sin*(ka/2
w masm(a/),

y cuando A >> a recuperamos w?® — Zk?.

= Definimos la velocidad de fase|c; = w /k |. Para una cuerda ideal, en el limite
continuo la velocidad de propagacion c; = c es constante, independiente de
w.

= Pero cuando £ — oo,

4
c; = \/maTkQ sin?(ka/2),

y vemos que ondas con mayor k se propagan mas lento.

Roce

= Consideremos una cuerda en un medio viscoso, de manera que exista una
fuerza de roce opuesta al desplazamiento transversal.

= A ler orden en la fuerza de roce, incluimos la fuerza de roce aplicada a un elto
de cuerda dz:

ou
fr - —dl’XE‘

» Un balance de fuerzas sobre un elemento dz da una ecuacién de ondas modi-

ficada,
Pu  xOou 10% 0. con T
_— Y ——— —— = CcC = —.
oxr?2 10t 2 0ot? ’ o

= Consideremos la propagacién de una onda monocromadtica en un medio con
roce. Ponemos u(z,t) = Aexp [i(kx — wt)], y vemos que la relacién de dis-
persion ,
w_2 + 2 k2 Z0es compleja.
c T
» = keC, k=kg+iky.
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3.2.

De la relacion de dispersion,
ki = —xw/(27EL),

1 [ w? w? W 2
= ([ (),
=2\ 2 ct c
Entonces las soluciones de la ecuacion de ondas disipativa tienen la forma
u = Ae—kzlxei(ka—wt)

Si el medio disipativo esta confinado en = > 0, es necesario que k' > 0 para
evitar divergencia.

Paquetes de ondas

La decomposicion espectral de una sefal es

1 oo
ul,t) = o / A(K) expli(ka — wb)dk,
T
en que A(k) es el ‘espectro’ de u , y tbien es la transformada de Fourier en
t=0.
Queremos estudiar la propagacion de la onda en un medio dispersivo, para
t>0.
Si partimos con un espectro A(k) muy angosto en torno a k.,

w(k) =wo + (k — ko) g—(}:

—00

ko
Introduciendo ! = k — k.,

envoltura se propaga con velocidad vg
"

7 N

u(z,t) = expli(kox — wot)] /dlA(l + ko) explil(z — v,t)],

con|v, = 0w/0k|, |

Entonces vemos que, modulo un factor harménico (exponencial oscilante),

u(x,t) ~ flx —v,t),
y la senal se propaga con velocidad v,. Notamos que las ondas monocromati-
cas, i.e. una sola componente espectral, no pueden transmitir informacién por-
que tienen dominio infinito.
Para el caso de un espectro Gaussiano en ¢ = 0,

A(k) = exp(—a®(k — ko)*),

1 g — 2
= (tarea) u(z,t = 0) = ——=e™*™%e 17

20/

y|o(u)o(A) = 1}, donde o es la dispersién cuadratica media.
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4.

4.1.

Fendmenos ondulatorios

Sonido.

Ondas de superficie.

Ondas electromagnéticas.
Ondas de materia - ondiculas.

Sonido

Sonido: seifial de presion en oido, P.(t), tal que P = P, + P., y con intensidad
medida en dB,

é = 2010g(P./Pre), con Preg =2107° N-m ™2,

Umbral de audibilidad: I = 0 dB. Umbral del dolor: / = 130 dB. Conversa-
cion: I = 40 dB. Turbina de avién, martillo neumatico: 7 = 120 dB.

Vemos que P, < P, ~ 10° Nm ™2 = 1 bar.

Existe una ecuacion de estado que liga P = f(n,T'), por ejemplo P = nkT.
Con suposiciones adicionales sobre T', que particularizan el proceso termo-
dindmico, se puede escribir una relaciéon 1 a 1 P = f(n).

= Pot Pe = f(no + ne) = f(no) + nef'(no).

=

Pe = kne, (8)

or

conrk = f'(no) = 5| _ .

r z+Ax x4 x(z,t) $+A$+X(ZE—|—EA$,1§)

En una onda de sonido, la variacién de presion P(t) induce un desplazamiento
lineal x(x,t), tal que aire en la posicién z oscila en torno a = con un despla-
zamiento .

La masa de aire en un volumen elemental AV = AAx es conservada:

noAzr = n(z,t)(x + Az + x(xr + Az, t) — x — x(z,1)).

Para Ax — 0, no = (no + ne) (g—’m‘ + 1) ,
Y con n, < n,, tenemos una relacion entre n. y x:
Ix

Ne R —No—=—. 9)

ox
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La segunda ley de Newton aplicada a un elemento de volumen es:

02 OF,
mnoAA:ca—;; = [P(z,t) — P(x + Ax,t)| A~ — o AzA.
Con la relacion entre P, y n., Ec.[8] y con Ec.[9]
’x K IPx
ot m, Oz2

X (x,t) satisface la Ec. de ondas, con |¢; = \/k/m = /OP/0p|.

Ademis de Ec.[9] vemos que n. y P. (de Ec.[8)), también cumplen ec. de ondas.

Newton: Sonido isothermal con 1" constante = difusion aplana las perturba-
ciones de densidad. A pesar de la imposibilidad del sonido isotermal, ponga-
mos P = nkT =
Cg=—F=—.
dp m
En el caso isotermal, ¢, ~ 290 m s—1, lo cual es cercano pero inferior al

observado ~ 330 m s~ L.

Laplace: longitud de onda sonido es > libre camino medio, A; =~ 1 m > [ =
1/(no) ~ 107" m.

Perturbaciones adiabaticas, sin difusion = PV = Cte < P = (%)7 =
Cte,
= P = Ctep",y
oP ~P
— =—=c;.
dp p
Usando PV = NkT,
kT
co =1 B2 (10)
m

Del teorema de equiparticion, vemos que ¢ ~ / (v?).
Cp _ 5/2

Para un gas ideal monoatémico, v = &* = 32 mientras que para un gas ideal
diatémico v =~ 7/5.

El factor /7 lleva a acuerdo con las observaciones.

Efecto Doppler.
Modos normales de la zampofia.
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4.2. Ondas de superficie

= Sea ((z,t) el desplazamiento del equilibrio de la superficie de agua en un

estanque con profundidad h. Estudiaremos el caso h < .
Consideremos el desplazamiento vertical de un volumen §):

d2
m%£:ﬂ+&W@—&MV+M%wMV:M&.
dv, oP
=f, — —, 11
= P =15 (11)
o en general,
v > =
— =f—VP. 12
po =1 (12)
= Hipdtesis por verificar y cuantificar: ddi; ~0.
10P
—g— - =
P(ZE,Z) :Po+pg(C(I7t)—Z) (13)
= Notemos ahora que a primer orden en v,, dé’tz = %:

dv, Ov.dt Ov.dr  Ov.dy Ov.dz

dt ot dt+\3a: i " Oy dt = 0z dt’

0(2)
= Del equivalente a Ec.|12]en x:
dvu, 10P
= ———. 14

dt p Ox (14
= Usando Ec.[I3]

v,  OC (15)

or ~ Jou

Para fijar ideas, consideremos un canal con ancho b segun .
Conservacion de masa en el volumen dV = hbdzx, con borde 0S:

- d
/ —pv - dA = — pdV,
58 dt Jay
—
—pl(h+Q)bvs]lztsat+p(h+Obvelle D (p[h+(]boz)
OV, oC
= —phbd = pbdr—=.
proox ox poo% ot
» Tenemos entonces, de la conservacion de masa,
ov,  OC
—h = —. 16
ox ot (16)
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Combinando Ec.[I5](Euler), y Ec.[I6|(continuidad), llegamos una ecuacién de
ondas en ((z,1):

Tenemos el resultado interesante que la senales se propagan mds rapido a ma-
yor profundidad h.

= en una evolucién no lineal, como en una ola, la cresta de la ola se propaga
mas rapido, y se quiebra la ola.

Verifiquemos ahora la hipétesis d;’; ~ (0 cuando h < A.

Busquemos soluciones en modos normales en un estanque de largo [/, y con
v, = 0 en los bordes.

Usando Ec. , % = 0 en los bordes.

Los modos son

C"(x,t) = up () cos(wpt + ¢dn),
2
con uy,(x) = 7 cos (%ﬂ) . n=123,- -, 00.

De Ec.[I3] la velocidad es
v (x,t) = % sin(k,x) sin(k,ct + ¢p).

Con v, = % en la superficie, donde v, es mdxima (v, = 0 en el fondo),

podemos estimar

Q

1dv, 10v, k2c*¢,
g dt g Ot - g

con(, < h,yc* = gh,
10v, 2h\ 2
§w<(&>’
8

5. €s despreciable (ante g) si h < A

entonces vemos que

AN.:c=+/gh ~ 0,2km s~ =800 km/h para h = 5 km. Esta es la velocidad
de propagacién para tsunamis con A > 5 km.

11

.29

.30

.31

.32




4.3. Ondas electromagnéticas y ondiculas
4.4.3- Ondas electromagnéticas

= Ecuaciones de Maxwell = campos (F, B) satisfacen ecuacién de ondas:

o PE
2
V FE — EEOMMOW = O,
= ¢ = ¢,/n, donde ¢, es la velocidad de la luz en el vacio, y n es el indice de
refraccion.
= Analogia con ondas mecdnicas sugiere que sefial (¥, B) se propaga en un
medio, el “ether”.

= La densidad de energfa asociada a sefial (E, B) es

.B

ml

u=-E-D+

Y

l\.’)lr—\

1
2
con B = ,U,/Lo]:j y D = ec,E.

= Conservacion de energia (ec. de continuidad):

—

“4+V.-S=—j-E, con|S = E x H|vector de Poynting.  (17)

Relacién entre E y B en ondas planas

0
E| flx—ct)+g(z+ct) | = ¢B|-F(z—ct) —|—G’(:r;+ct)
F(x —ct)+ G(z + ct) x—ct )+ g(z + ct)

Blk

u 'y vector de Poynting para una onda plana electromagnética

. Lo L 1 . 1 .
S=e¢?ExB=ExH,y u:§EO|E|2+§eoc2|B|2

Hu:eoEQyST:uc/Ac
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Polarizacion
Para una “Onda Plana Monocromética” (OPM),

Re [Ek} = Re [Ze,e"" exp (i(kz — wt)) + Je e’ exp (i(kz — wt))]

= Polarizacion lineal: ¢, — ¢, = 0.

= Polarizacioh circular: [¢, — ¢.| = J y ¢, = €,.
= El caso general es eliptico, con tan(y) = E—I%
Y Y

y

37
Radiacion electromagnética
= Potencial vector B=V @ A.
= Approximacion dipolar: lejos de una distribucién de cargas con densisad de
corriente j (7, t) = p(7, t)U(7, 1),
X(Fh t) - Ho /d3T2j(Fe;t - 7’1/0> - Ho Z Qaﬁa(t - 7’1/6>.
4714 471 -
= Introduciendo el dipolo eléctrico d= Za GaVas
v Mo - Yt —r/c)
A= d(t — ~
e vecd(t — 11 /c) -
~—_———
onda esférica
38

Radiacion dipolar
= Cilculo de E, B:

B = V®A4,
, . 0A
E = — —
V¢ at )
V-A = 0 Gauge de Lorentz.

2ot

13



B = M dgr
dmer

F = ¢cBr—V¢— —
cB®r 10} TR

Férmula de Larmor para radiacion dipolar

Célculo de S: =
°d°) sin?(0)7,

r

= 0
o ee( e
EC4

donde 6 es el angulo entre 7 y d.
Integrando la potencia emitida en todas direcciones,

P:/4ﬁ§-fr2d§2: = (d’)2,

Formula de Larmor. _
Notar caso de una antena, con d = LQ,y I = Q = Re [I,e™!].

4.4.3- Ondiculas

Experimento de Michelson en ~1900 demuestra inexistencia del “ether”.
Cuantizacion de la energia electromagnética (cuerpo negro, Planck 1900) +
efecto fotoléctrico (Einstein 1905) = seial (E , é) es transportada por particu-
las sin masa, llamadas ‘fotones’:

energia I/ = hv.
momentum p = h/\.

Con particulas el Ether como medio de propagacion ya no es necesario, sefial
(E, B) es una onda en la densidad de energia = densidad de fotones.

Electrones se comportan a veces como ondas (son difractados por obsticu-
los, demostrad o experimentalmente en 1927), a veces como particulas (carga
elemental de Millikan, 1910).

Louis de Broglie propone extender concepto de ‘ondiculas’ a materia: aso-
ciamos una longitud de onda al momentum, con p = h/\ = hk, y energia
cinética + potencial £ = hv = hw.

Continuidad de la ‘funcién de onda’ = circunferencias en Orbitas electrénicas
deben ser multiplos de A = Explicacién de los postulados de Bohr.
Schrodinger y la mecanica ondulatoria: la amplitud de la funcién de onda
electrénica v (7, t) (o para cualquier particula) da la densidad de carga:

p =Py

14
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= Para una particula con masa, no relativista (v < ¢, la energia total (o sea
. . 2
cinética + potencial) es £ = - 4 V.
= Notamos que para una OPM o(7, t) o expli(k.7 — wt],

B . E
a_qf:_w = iy
9% ) p?
oz Y = Y

= Escribiendo %w + Vi = E, llegamos a la ecuacién de Schrodinger:

- 0P
—o VA VY = i

5. Difraccioén e interferencias

= En general la potencia que lleva una onda plana que viaja con velocidad ¢, esta
dada por el vector flujo de energia (Poynting), S' o< uc, donde u es la densidad
de energia, u o< |¢]2.
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