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I Sistemas disipativos.

1. (2.0 pt) Marco formal.
En sistema sometidos a pérdidas de energia por roce, es usual aproximar la fuerza disipativa por
Fl = —Fk - .
Queremos introducir estas fuerzas en el formalismo de la mecédnica analitica.
a) Dé una expresién para la funcién de Rayleigh R, tal que F? = —9R/0:i;, donde z; es un
grado de libertad en coordenadas cartesianas.
b) Demuestre que la ecuacién de movimiento,
d (0L oL OR
— — | — + 5 =0,
dt \ 0z; o0x; 0x;
se escribe de igual forma en coordendas generalizadas ¢-({x;}!" ;) (ayuda: demuestre que
Gxi/ﬁqg = al’l/aqo)

2. (4.0 pt) Ejemplo.
Consideramos un aro de radio r, con momento de inercia I = Mr2, que rueda sin resbalar por
una pendiente ¢ bajo la accién de la gravedad (ver figura).

a) Si el angulo de rotacién del aro es 6 y la distancia recorrida a lo largo de la pendiente es x,
escriba la constriccién de rotacién sin resbalar entre df y dz.

b) Escriba el Lagrangeano del sistema, tomando en cuenta la energia cinética de translacion
del aro segun & y la de rotacién, en 6 (recuerde incluir la energia potencial de gravedad).

¢) Como en este caso tenemos una constricciéon no-holonémica, la expresién general para la
ecuacién de movimiento incluyendo los multiplicadores de Lagrange seria

% <36QL0> — gql; + zg: aaq{; = 0, para cada grado de libertad ¢,.

donde f serfa la constriccion si se pudiese integrar la relacion entre r y 6. O sea df =
> o(0f/0qs)dg, = 0. Escriba las ecuaciones de movimiento en z y en 6, incluyendo la
técnica de multiplicadores de Lagrange.

d) Identifique la fuerza de roce, y compare la aceleracién con el caso sin friccién.

e) Dé una expresién para la funcién de Rayleigh en este caso. Compare con la forma sugerida
en el Punto 1, y comente.
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IT Pequenas oscilaciones - teoria.

Sean V ({¢;}7) yT = % S23N ma;? las energias potencial y cinética que describen un sistema de N
particulas con n grados de libertad, coordenadas cartesianas z; ({¢;};~,), j =1, ..., 3N, y coordenadas
generalizadas g; ({wz}?ivl) , 7 =1,...,n < N. Elegimos un sistema de coordendas generalizadas tal

n —

que {g;}?_; = 0 en equilibrio.

1. ( 1.0 pt) Demuestre que en torno a los puntos de equlibrio, en Lagrangeano de pequenas
oscilaciones es L =T — V', con

1 n n

V = izzvijij (1)
=1 k=1
n n

T xS mads 2)

j=1k=1

Q

2. ( 1.0 pt) j A qué corresponden los “modos normales” del sistema? ;Cuantos hay? Escriba la
solucién general del problema de pequenas oscilaciones en funciéon de los modos normales.

3. ( 2.0 pt) Desmuestre que, para dos frecuencias caracteristicas distintas w® y w’, los modos
: s,t . ., .
normales correspondientes p,” satisfacen una relacién de ortonormalidad:

> pimikph = Ot (3)
7.k

4. ( 2.0 pt) Especificamos una condicién inicial ‘pura’, que corresponde a un solo modo normal
s, con velocidades iniciales ¢,(t = 0) = 0. Demuestre que en la evolucién ulterior el sistema se
quedara en este mismo modo normal para todo t.
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III Pequenas oscilaciones: aplicacion, modelo de amortiguadores.

Un bloque uniforme de masa m, largo a y altura b estd sostenido por dos resortes, uno en cada
extremo. Las constantes eldsticas de los resortes son k1 y ko, con k1 = ko = k. Los resortes se mantienen
verticales.

= (1.5pt) Encuentre el momento de inercia del bloque y escriba el Lagrangeano.
= (1.0pt) Encuentre las frecuencias propias del sistema.
= (1.0pt) Encuentre los modos normales de oscilacién del sistema.

= (1.0pt) Encuentre un sistema de coordenadas generalizadas que permita desacoplar el Lagran-
geano.

= (1.5pt) En t = 0 el sistema estad en su posicién de equilibrio, pero el bloque es impulsado con
velocidad v, hacia arriba en el punto de contacto con el resorte izquierdo. Calcule y grafique la

trayectoria del sistema.

A
=
Y
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