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I Enerǵıa en la cuerda.

$V�VHHQ�LQ�WKH�SUHFHGLQJ�VHFWLRQ��LW�LV�VWUDLJKWIRUZDUG�WR�GHWHUPLQH�WKH�RVFLOODWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO
PRGHV�IRU�WKH�VPDOO�DPSOLWXGH�PRWLRQ�RI�D�PHFKDQLFDO�V\VWHP�ZLWK�IHZ�GHJUHHV�RI�IUHHGRP��$OWKRXJK�D
V\VWHP�ZLWK�PDQ\�GHJUHHV�RI�IUHHGRP�LV�QR�PRUH�GLIILFXOW�LQ�SULQFLSOH��HYDOXDWLQJ�D�ODUJH�GHWHUPLQDQW�LV
JHQHUDOO\�SURKLELWLYH��&HUWDLQ�H[FHSWLRQV�RFFXU��KRZHYHU��ZKHQ� WKH� V\VWHP�H[KLELWV� VSHFLDO� V\PPHWULHV
WKDW�SHUPLW�D�FRPSOHWH�VROXWLRQ��,Q�WKLV�VHFWLRQ��ZH�IRUPXODWH�DQG�VROYH�WZR�VXFK�1�ERG\�SUREOHPV��ZKHUH
1�PD\�EH�DUELWUDULO\�ODUJH��6SHFLILFDOO\��ZH�FRQVLGHU�ORQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�FRQQHFWHG�E\
PDVVOHVV�VSULQJV��VHH�)LJ��������DQG�WUDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�RQ�D�VWUHWFKHG��PDVVOHVV
VWULQJ��VHH�)LJ���������,Q�HDFK�FDVH��WKH�V\VWHP�FRQVLVWV�RI�LGHQWLFDO�HOHPHQWDU\�XQLWV��DQG�WKH�WUDQVODWLRQDO
SHULRGLFLW\�HQDEOHV�XV�WR�ILQG�WKH�YLEUDWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO�PRGHV�H[SOLFLWO\��7KHVH�V\VWHPV�DUH
LPSRUWDQW�QRW�RQO\�DV�H[DPSOHV�RI�WKH�DQDO\VLV�LQWR�QRUPDO�PRGHV�EXW�DOVR�DV�PRGHOV�IRU�WKH�SURSDJDWLRQ
RI�ZDYHV�LQ�FU\VWDOV�RU�RWKHU�GLVFUHWH�SHULRGLF�PHGLD�

7ZR�1�%RG\�3UREOHPV
7KH� ILUVW� SUREOHP� LV� WKH� ORQJLWXGLQDO� RVFLOODWLRQ� RI� PDVV� SRLQWV� FRQQHFWHG� ZLWK� XQVWUHWFKHG� VSULQJV�
LOOXVWUDWHG� LQ�)LJ��������$VVXPH�WKDW�DOO�WKH�PDVVHV�P�DUH�HTXDO�ZLWK�HTXDO�HTXLOLEULXP�VHSDUDWLRQ�D�DQG
WKDW�DOO�WKH�VSULQJV�DUH�PDVVOHVV�ZLWK�LGHQWLFDO�FRQVWDQWV�N��/HW�ȘL�ZLWK�L� ���«��1�GHQRWH�WKH�GLVSODFHPHQW
IURP� HTXLOLEULXP� RI� WKH�LWK� PDVV� DORQJ� WKH� D[LV� RI� WKH� V\VWHP�� WKLV� VHW� RI� YDULDEOHV� FDQ� VHUYH� DV� WKH
JHQHUDOL]HG�FRRUGLQDWHV�IRU�WKH�ORQJLWXGLQDO�PRWLRQ�RI�WKH�FRXSOHG�V\VWHP��7KLV�H[DPSOH�SURYLGHV�D�PRGHO
IRU�D�RQH�GLPHQVLRQDO�FU\VWDO�ODWWLFH�ZLWK�RQO\�QHDUHVW�QHLJKERU�LQWHUDFWLRQV�

7KH�NLQHWLF�HQHUJ\�DULVHV�IURP�WKH�RQH�GLPHQVLRQDO�PRWLRQ�RI�HDFK�SDUWLFOH��DQG�WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\
LV�MXVW�WKDW�RI�WKH�H[WHQVLRQ�RU�FRPSUHVVLRQ�RI�WKH�VSULQJV��7KXV�WKH�ODJUDQJLDQ�IRU�WKH�V\VWHP�LQ�)LJ������
FDQ�EH�LPPHGLDWHO\�ZULWWHQ

)LJXUH������/RQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�FRQQHFWHG�E\�PDVVOHVV�VSULQJV��$OO�VXEXQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

)LJXUH������7UDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�RQ�D�VWUHWFKHG�PDVVOHVV�VWULQJ��$OO�VXE�XQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

$V�LOOXVWUDWHG�LQ�)LJ��������WKH�HQGV�RI�WKH�OHIW��DQG�ULJKW�KDQG�VSULQJV�DUH�DVVXPHG�IL[HG��:H�LQFRUSRUDWH
WKLV�FRQGLWLRQ�RI�IL[HG�HQGSRLQWV�ZLWK�WKH�FRQYHQWLRQ

&RQVHTXHQWO\��WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\�LQ��������KDV�1�����WHUPV��ZKHUHDV�WKH�NLQHWLF�HQHUJ\�KDV�RQO\�1�WHUPV

1. Considére un modelo discreto de cuerda con N masas m separadas por una distancia a en una cuerda sin
masa, pero con tensión τ (ver Figura). El desplazamiento transveral de las masa i es µi.

a) (0.5 pt) Muestre que la enerǵıa potencial del sistema es V = τ
2a

∑N
i=0(µi+1 − µi)

2 y escriba el
Lagrangeano y las ecuaciones de movimiento.

b) (1.0 pt) Calcule el Lagrangeano y la ecuación de movimiento en ĺımite continuo m → 0, a → 0,

m/a → σ, N → ∞, partiendo del caso discreto, y concluya que L =
∫ l
0
dxL(u, u̇, u′;x, t), con

µi(t) = u(xi, t).

2. El principio de mı́nima acción en medios cont́ınuos permite concluir que

∂

∂t

∂L
∂(∂u/∂t)

+
∂

∂x

∂L
∂(∂u/∂x)

− ∂L
∂u

= 0.

Definimos la densidad hamiltoniana

H = P ∂u
∂t
− L, con P =

∂L
∂ ∂u∂t

.

a) (1 pt) Demuestre que si L no depende expĺıcitamente de t, entonces

∂H
∂t

= − ∂

∂x

[
∂L
∂ ∂u∂x

∂u

∂t

]
, (1)

b) (0.5 pt) Por analoǵıa con los sistemas discretos, explique porque Eq. 1 es una ecuación de continuidad
para la densidad de enerǵıa en la cuerda, e identifique el vector flujo de enerǵıa 1-D, Sx.

c) (0.5 pt) Extienda la ecuación de continuidad y la vector flujo de enerǵıa a 3-D, y discuta la conser-
vación de la enerǵıa total en un volumen V.

3. Considere una onda plana monocromática propagándose en una cuerda hacia +x̂.

a) (0.5 pt) Escriba la expresión de la onda u(x, t) en notación compleja.

b) (1 pt) Muestre que Sx = Hc, identifique c y comente porque esta expresión destaca el carácter de

transporte de enerǵıa que mide ~S.

c) (1 pt) Muestre que en el promedio temporal,

〈S〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

Sdt =
1

2
A2(τk2c) =

1

2
A2σcω2,

donde A es la amplitud de la onda, y concluya que 〈S〉 ∝ ‖u‖2.
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II Rendijas de Young.

1. Interferencias.
Consideremos el experimento de las rendijas de Young (ver Figura), en el que una onda plana mono-
cromática u(x, t), con longitud de onda λ, incide sobre dos rendijas rectangulares, separadas por una
distancia d, y tal que el ancho de cada rendija es mucho menor que su largo. El flujo de enerǵıa en el punto
~r es F = 〈S(~r)〉 ∝ ‖u(~r, t)‖2. Las rendijas S1 y S2 actúan como fuentes secundarias, con igual amplitud A
y en fase. Consideramos el caso f � d, de manera que las ondas emitidas por S1 y S2 también son planas.

a) (1 pt) Escriba una expresión, en notación compleja, para la superposición u = u1 + u2 de las dos
ondas provenientes de S1 y S2.

b) (1 pt) Muestre que
F = ‖A‖2[2 cos(k2r2 − k1r1) + 2],

donde ki son los números de ondas provenientes de cada fuente Si, y los ri estan indicados en la
Figura.

c) (2 pt) Muestre que en ĺımite f � d, y si θ � 1,

F (θ) = ‖A‖2
[
2 cos

(
2πd

λ
θ

)
+ 2

]
,

Grafique el patrón de interferencias.

2. Diffracción.
Consideramos que cada rendija tiene un ancho finito a, y olvidamos de momento la segunda rendija.
Colocamos ahora el origen en el centro de la rendija S1. Suponemos que cada punto en el continuo según
el eje ŷ se comporta como una fuente secundaria - en este continuo todas las fuentes secundarias estan en

fase y tienen la misma amplitud A. La superposición de ondas en el punto ~r es u(~r, t) =
∫ a/2
−a/2 dy u(y, t).

a) (1 pt) Muestre que, en el ĺımite f � a,

u(~r, t) ∝
∫ a/2

−a/2
dy exp (iky sin(θ)) .

b) (1 pt) Muestre que el flujo en el punto ~r es

F (~r, t) = F◦

[
sin(πa sin(θ)/λ))

a sin(θ)/λ

]2
. Grafique F (θ).

3. (+2 pt) Escriba y grafique el patrón de interferencias y difracción que se observaŕıa en función de θ, d y
a, si θ � 1 y si f � d� a.
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