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1.1-Formulación
• Vamos a considerar perturbaciones en torno al equilibrio

de un sistema conservativo, con constricciones
independientes de t .

• Energı́a cinética en coord. gen.:

T =
1
2

∑
σ,λ

mσλq̇σq̇λ, con σ, λ = 1, · · · ,n,

donde mσλ =
∑n

i=1 mi
∂xi
∂qσ

∂xi
∂qλ

.
• Perturbaciones: qσ = q̄σ + ησ.
• En equilibrio, Qσ ≡ ∂V

∂qσ
= 0, y

V ≈ V◦ +
∑
σ,λ

1
2

vσλ︷ ︸︸ ︷
∂V 2

∂qσ∂qλ

∣∣∣∣
{q̄σ}

ησηλ.

• El Lagrangeano es

L = T − V =
1
2

∑
σ,λ

mσλη̇λη̇σ − vσλησηλ (1)

⇒
∑
λ

mσλη̈λ + vσληλ = 0. (2)
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Un grado de libertad

• mσλ ≡ m, vσλ ≡ k .
• Solución de Eq. 2 es η = Re(z),

z(t) = z+ei
√

k
m t + z−e−i

√
k
m t , si k > 0,

z(t) = z+e
√

k
m t + z−e−

√
k
m t , si k < 0,

•

⇒ η = ρ cos

(√
k
m

t + φ

)
.
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n grados de libertad

• Pasando a C, Eq. 2 se escribe∑
λ

mσλz̈λ + vσλzλ = 0, con ησ = <(zσ). (3)

• Buscamos soluciones de Eq. 3 en modos normales, en
que todas las coordenadas oscilan con la misma
frecuencia:

zσ = zs
σ exp(iωt).

• Sustitución en Eq. 3 da

n∑
λ=1

(
vσλ − ω2mσλ

)︸ ︷︷ ︸
aσλ

zs
λ = 0 (4)

• Eq. 4 tiene soluciones no triviales solo si det(aσλ) = 0,∣∣vσλ − ω2mσλ

∣∣ = 0 ⇒ n raı́ces complejas ω2
s , s = 1, · · · ,n.
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n grados de libertad

• Props: los ω2
s son reales positivos (ver demo en clase).

• Como det(aσλ) = 0, una de las n ecuaciones en Eq. 4 es
combinación lineal de las otras. Eliminando la n-esima, la
Ley de Cramer nos da zσ:

a1,1
z1

zn
+ · · ·+ a1,(n−1)

zn−1

zn
= −a1,n

...
...

a(n−1),1
zn−1

zn
+ · · ·+ a(n−1),(n−1)

zn−1

zn
= −a(n−1),n

(5)

• Vemos que zs
σ/zn es real porque todos los coefs aσλ son

reales.
⇒ zs

σ = eiφsρs
σ, con (φs, ρ

s
σ) ∈ R. (6)
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Modos ortonormales

• Sustitución de Eq. 6 en Eq. 3 y combinando dos
frecuencias normales s y t lleguamos a∑

λσ

ρt
σmσλρ

s
λ = δst (7)

• El modo normal correspondiente a la frecuencia normal (o
‘autovalor’) es

zs
σ = Cseiφsρs

σ,

en que Cs y φs son las únicas constantes reales por
especificar.
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1.3-Solución general

• zσ(t) =
∑n

s=1(zs
+)σeiωs t + (zs

−)σe−iωs t , σ = 1, · · · ,n.
• Tomando parte real, ησ = 1

2 (zs
σ + zs∗

σ ), y definiendo
(zs

+)σ + (zs
+)∗σ = Csρs

σeiφs , lleguamos a

ησ =
n∑

i=1

ρs
σCs cos(ωst + φs).

• para determinar las constantes φs y Cs se usan las
condiciones iniciales, ησ(0) y η̇σ(0), y usando Eq. 7,∑

σ,λ

ρt
λmλ,σησ(0) = C t cos(φt )∑

σ,λ

ρt
λmλ,σ η̇σ(0) = −ωtC t sin(φt )

⇒ despejamos C t y tan(φt ).
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2.1-Matriz modal

• Definimos la matriz modal Aλσ = ρσλ, es una matriz
cuadrada independiente de las condiciones iniciales.

• prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz masa mλσ:

AT mA = I.

• prop.: la matriz modal diagonaliza la matriz potencial vλσ:

AT vA‖σλ = ωσI‖σλ.
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2.2-Coordenadas normales

• Definimos un nuevo set de coordenadas generalizadas,
ζσ, con

η(t) = Aζ(t),o bien, AT m η(t) = ζ(t).

• El Lagrangeano Eq. 1 se escribe

L =
1
2

∑
σ,λ

mσλη̇λη̇σ − vσλησηλ =
1
2

∑
σ

(ζ̇σ)2 − ω2
σζ

2
σ

• Las ecuaciones de movimiento son entonces

ζ̈σ = −ω2
σζσ, σ = 1, · · · ,n.

• Vemos que las coordenadas normales desacoplan el
problema de pequeñas oscilaciones. Las soluciones son,

ζσ = Cσ cos(ωσt + φσ), y usando la definición de ζσ,

ηλ =
∑
σ

ρσλCσ cos(ωσt + φσ).
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Ejemplos

• Dos péndulos acoplados
• Ortogonalización de Graham-Schmidt (Fetter 4.10)
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3.1-Problemas de N cuerpos

• Modelo de red cristalina 1− D.

$V�VHHQ�LQ�WKH�SUHFHGLQJ�VHFWLRQ��LW�LV�VWUDLJKWIRUZDUG�WR�GHWHUPLQH�WKH�RVFLOODWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO
PRGHV�IRU�WKH�VPDOO�DPSOLWXGH�PRWLRQ�RI�D�PHFKDQLFDO�V\VWHP�ZLWK�IHZ�GHJUHHV�RI�IUHHGRP��$OWKRXJK�D
V\VWHP�ZLWK�PDQ\�GHJUHHV�RI�IUHHGRP�LV�QR�PRUH�GLIILFXOW�LQ�SULQFLSOH��HYDOXDWLQJ�D�ODUJH�GHWHUPLQDQW�LV
JHQHUDOO\�SURKLELWLYH��&HUWDLQ�H[FHSWLRQV�RFFXU��KRZHYHU��ZKHQ� WKH� V\VWHP�H[KLELWV� VSHFLDO� V\PPHWULHV
WKDW�SHUPLW�D�FRPSOHWH�VROXWLRQ��,Q�WKLV�VHFWLRQ��ZH�IRUPXODWH�DQG�VROYH�WZR�VXFK�1�ERG\�SUREOHPV��ZKHUH
1�PD\�EH�DUELWUDULO\�ODUJH��6SHFLILFDOO\��ZH�FRQVLGHU�ORQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�FRQQHFWHG�E\
PDVVOHVV�VSULQJV��VHH�)LJ��������DQG�WUDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�RQ�D�VWUHWFKHG��PDVVOHVV
VWULQJ��VHH�)LJ���������,Q�HDFK�FDVH��WKH�V\VWHP�FRQVLVWV�RI�LGHQWLFDO�HOHPHQWDU\�XQLWV��DQG�WKH�WUDQVODWLRQDO
SHULRGLFLW\�HQDEOHV�XV�WR�ILQG�WKH�YLEUDWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO�PRGHV�H[SOLFLWO\��7KHVH�V\VWHPV�DUH
LPSRUWDQW�QRW�RQO\�DV�H[DPSOHV�RI�WKH�DQDO\VLV�LQWR�QRUPDO�PRGHV�EXW�DOVR�DV�PRGHOV�IRU�WKH�SURSDJDWLRQ
RI�ZDYHV�LQ�FU\VWDOV�RU�RWKHU�GLVFUHWH�SHULRGLF�PHGLD�

7ZR�1�%RG\�3UREOHPV
7KH� ILUVW� SUREOHP� LV� WKH� ORQJLWXGLQDO� RVFLOODWLRQ� RI� PDVV� SRLQWV� FRQQHFWHG� ZLWK� XQVWUHWFKHG� VSULQJV�
LOOXVWUDWHG� LQ�)LJ��������$VVXPH�WKDW�DOO�WKH�PDVVHV�P�DUH�HTXDO�ZLWK�HTXDO�HTXLOLEULXP�VHSDUDWLRQ�D�DQG
WKDW�DOO�WKH�VSULQJV�DUH�PDVVOHVV�ZLWK�LGHQWLFDO�FRQVWDQWV�N��/HW�ȘL�ZLWK�L� ���«��1�GHQRWH�WKH�GLVSODFHPHQW
IURP� HTXLOLEULXP� RI� WKH�LWK� PDVV� DORQJ� WKH� D[LV� RI� WKH� V\VWHP�� WKLV� VHW� RI� YDULDEOHV� FDQ� VHUYH� DV� WKH
JHQHUDOL]HG�FRRUGLQDWHV�IRU�WKH�ORQJLWXGLQDO�PRWLRQ�RI�WKH�FRXSOHG�V\VWHP��7KLV�H[DPSOH�SURYLGHV�D�PRGHO
IRU�D�RQH�GLPHQVLRQDO�FU\VWDO�ODWWLFH�ZLWK�RQO\�QHDUHVW�QHLJKERU�LQWHUDFWLRQV�

7KH�NLQHWLF�HQHUJ\�DULVHV�IURP�WKH�RQH�GLPHQVLRQDO�PRWLRQ�RI�HDFK�SDUWLFOH��DQG�WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\
LV�MXVW�WKDW�RI�WKH�H[WHQVLRQ�RU�FRPSUHVVLRQ�RI�WKH�VSULQJV��7KXV�WKH�ODJUDQJLDQ�IRU�WKH�V\VWHP�LQ�)LJ������
FDQ�EH�LPPHGLDWHO\�ZULWWHQ

)LJXUH������/RQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�FRQQHFWHG�E\�PDVVOHVV�VSULQJV��$OO�VXEXQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

)LJXUH������7UDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�RQ�D�VWUHWFKHG�PDVVOHVV�VWULQJ��$OO�VXE�XQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

$V�LOOXVWUDWHG�LQ�)LJ��������WKH�HQGV�RI�WKH�OHIW��DQG�ULJKW�KDQG�VSULQJV�DUH�DVVXPHG�IL[HG��:H�LQFRUSRUDWH
WKLV�FRQGLWLRQ�RI�IL[HG�HQGSRLQWV�ZLWK�WKH�FRQYHQWLRQ

&RQVHTXHQWO\��WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\�LQ��������KDV�1�����WHUPV��ZKHUHDV�WKH�NLQHWLF�HQHUJ\�KDV�RQO\�1�WHUPV

L =
1
2

m
N∑

i=1

η̇2
i −

1
2

k
N∑

i=0

(ηi+1 − ηi )
2, con η0 = ηN+1 = 0,

mη̈i + 2kηi − k(ηi+1 + ηi−1) = 0, i = 1, · · · ,N.
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3.1-Problemas de N cuerpos

• Oscilaciones transversas de N masas en una cuerda sin
masa.

$V�VHHQ�LQ�WKH�SUHFHGLQJ�VHFWLRQ��LW�LV�VWUDLJKWIRUZDUG�WR�GHWHUPLQH�WKH�RVFLOODWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO
PRGHV�IRU�WKH�VPDOO�DPSOLWXGH�PRWLRQ�RI�D�PHFKDQLFDO�V\VWHP�ZLWK�IHZ�GHJUHHV�RI�IUHHGRP��$OWKRXJK�D
V\VWHP�ZLWK�PDQ\�GHJUHHV�RI�IUHHGRP�LV�QR�PRUH�GLIILFXOW�LQ�SULQFLSOH��HYDOXDWLQJ�D�ODUJH�GHWHUPLQDQW�LV
JHQHUDOO\�SURKLELWLYH��&HUWDLQ�H[FHSWLRQV�RFFXU��KRZHYHU��ZKHQ� WKH� V\VWHP�H[KLELWV� VSHFLDO� V\PPHWULHV
WKDW�SHUPLW�D�FRPSOHWH�VROXWLRQ��,Q�WKLV�VHFWLRQ��ZH�IRUPXODWH�DQG�VROYH�WZR�VXFK�1�ERG\�SUREOHPV��ZKHUH
1�PD\�EH�DUELWUDULO\�ODUJH��6SHFLILFDOO\��ZH�FRQVLGHU�ORQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�FRQQHFWHG�E\
PDVVOHVV�VSULQJV��VHH�)LJ��������DQG�WUDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�SDUWLFOHV�RQ�D�VWUHWFKHG��PDVVOHVV
VWULQJ��VHH�)LJ���������,Q�HDFK�FDVH��WKH�V\VWHP�FRQVLVWV�RI�LGHQWLFDO�HOHPHQWDU\�XQLWV��DQG�WKH�WUDQVODWLRQDO
SHULRGLFLW\�HQDEOHV�XV�WR�ILQG�WKH�YLEUDWLRQ�IUHTXHQFLHV�DQG�QRUPDO�PRGHV�H[SOLFLWO\��7KHVH�V\VWHPV�DUH
LPSRUWDQW�QRW�RQO\�DV�H[DPSOHV�RI�WKH�DQDO\VLV�LQWR�QRUPDO�PRGHV�EXW�DOVR�DV�PRGHOV�IRU�WKH�SURSDJDWLRQ
RI�ZDYHV�LQ�FU\VWDOV�RU�RWKHU�GLVFUHWH�SHULRGLF�PHGLD�

7ZR�1�%RG\�3UREOHPV
7KH� ILUVW� SUREOHP� LV� WKH� ORQJLWXGLQDO� RVFLOODWLRQ� RI� PDVV� SRLQWV� FRQQHFWHG� ZLWK� XQVWUHWFKHG� VSULQJV�
LOOXVWUDWHG� LQ�)LJ��������$VVXPH�WKDW�DOO�WKH�PDVVHV�P�DUH�HTXDO�ZLWK�HTXDO�HTXLOLEULXP�VHSDUDWLRQ�D�DQG
WKDW�DOO�WKH�VSULQJV�DUH�PDVVOHVV�ZLWK�LGHQWLFDO�FRQVWDQWV�N��/HW�ȘL�ZLWK�L� ���«��1�GHQRWH�WKH�GLVSODFHPHQW
IURP� HTXLOLEULXP� RI� WKH�LWK� PDVV� DORQJ� WKH� D[LV� RI� WKH� V\VWHP�� WKLV� VHW� RI� YDULDEOHV� FDQ� VHUYH� DV� WKH
JHQHUDOL]HG�FRRUGLQDWHV�IRU�WKH�ORQJLWXGLQDO�PRWLRQ�RI�WKH�FRXSOHG�V\VWHP��7KLV�H[DPSOH�SURYLGHV�D�PRGHO
IRU�D�RQH�GLPHQVLRQDO�FU\VWDO�ODWWLFH�ZLWK�RQO\�QHDUHVW�QHLJKERU�LQWHUDFWLRQV�

7KH�NLQHWLF�HQHUJ\�DULVHV�IURP�WKH�RQH�GLPHQVLRQDO�PRWLRQ�RI�HDFK�SDUWLFOH��DQG�WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\
LV�MXVW�WKDW�RI�WKH�H[WHQVLRQ�RU�FRPSUHVVLRQ�RI�WKH�VSULQJV��7KXV�WKH�ODJUDQJLDQ�IRU�WKH�V\VWHP�LQ�)LJ������
FDQ�EH�LPPHGLDWHO\�ZULWWHQ

)LJXUH������/RQJLWXGLQDO�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�FRQQHFWHG�E\�PDVVOHVV�VSULQJV��$OO�VXEXQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

)LJXUH������7UDQVYHUVH�SODQDU�RVFLOODWLRQV�RI�PDVV�SRLQWV�RQ�D�VWUHWFKHG�PDVVOHVV�VWULQJ��$OO�VXE�XQLWV�DUH�WDNHQ�WR�EH�LGHQWLFDO�

$V�LOOXVWUDWHG�LQ�)LJ��������WKH�HQGV�RI�WKH�OHIW��DQG�ULJKW�KDQG�VSULQJV�DUH�DVVXPHG�IL[HG��:H�LQFRUSRUDWH
WKLV�FRQGLWLRQ�RI�IL[HG�HQGSRLQWV�ZLWK�WKH�FRQYHQWLRQ

&RQVHTXHQWO\��WKH�SRWHQWLDO�HQHUJ\�LQ��������KDV�1�����WHUPV��ZKHUHDV�WKH�NLQHWLF�HQHUJ\�KDV�RQO\�1�WHUPV

Mécanica vectorial da ec. de mov.:

mµ̈i +
2τ
a
µi −

τ

a
(µi+1 + µi−1) = 0 con µ0 = µN+1 = 0. (8)

Similitud con modelo de red 1− D sugiere k ↔ τ/a y

L =
1
2

m
∑

i

(µ̇i )
2 − τ

2a

N∑
i=0

(µi+1 − µi )
2. (9)
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3.2-Frecuencias normales

• Modos normales µi = Cρi cos(ωt + φ) ⇒

Ec. de mov. (
2τ
a
−mω2)ρi−

τ

a
(ρi+1+ρi−1) = 0, i = 1, · · · ,N,

con ρ◦ = ρN+1 = 0.

• Introduciendo λ ≡ 2− mω2a
τ ,

λρi − (ρi+1 + ρi−1) = 0.
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3.2-Frecuencias normales
• El conjunto de ecuaciones lineales λρi − (ρi+1 + ρi−1) = 0

tiene soluciones no triviales solo si su determinante
DN = 0. ⇒(ver cátedra)

DN = λDN−1 − DN−2.

• Buscamos soluciones en DN = AeiBN ,

−→ DN = A+eiNψ + A−e−iNψ, con λ ≡ 2 cos(ψ).

Los A± estan dados por D1 y D2:

DN =
sin((N + 1)ψ)

sin(ψ)
= 0, ⇒ (N+1)ψ = nπ, n ∈ N⇒ ψ ∈ R.

(10)
• Usando λ = 2−mω2a/τ = 2 cos(ψ),

ω2 =
2τ
ma

(1− cos(φ)) =
4τ
ma

sin2(
ψ

2
).

• De Ec. 10,

ω2 =
4τ
ma

sin2(
1
2

nπ
N + 1

), n = 1, · · · ,N.
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3.3-Modos normales

• Sustitución de las frecuencias normales en la Ec. de mov.
Ec. 8 da

2 cos
(

nπ
N + 1

)
ρn

i = ρn
i+1 + ρn

i−1.

• Las soluciones están dadas por el mismo método que
para las raices de DN = 0, pero es interesante un método
alternativo: Introducimos µ(xj ) = µj , con xj = ja, y
buscamos soluciones de la forma

µ(xj , t) = <(A exp(i[kxj − ωt ]), (11)

o bien con −k .
• Sustitución de Ec. 11 en Ec. 8 da

ω2 =
2τ
ma

(1− cos(ka)) =
4τ
ma

sin2
(

ka
2

)
.
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3.3-Modos normales

Usamos dos tipos de condiciones de borde:
• Condiciones de borde periódicas

µ(xi ) = µ(xN+i ) = µ(xi + Na),

y usando Ec. 11, eikNa = 1 ⇔ k = 2nπ/Na, con

n = 0,±1,±2, · · · , 1
2

(N − 1) para N impar,

n = 0,±1,±2, · · · , 1
2

(N − 1),
N
2

para N par,

En que usamos la condición de que deben haber
exactamente N modos normales.
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3.3-Modos normales

• Condiciones de borde con extremos fijos.
• La solución general del tipo Ec. 11 es

µ(xj , t) = <(A+ei [kxj − ωt ] + A−ei [−kxj − ωt ],

y las condición µ(0) = 0 da A+ = −A−.
• Con µ(xN+1) = µ((N + 1)a) = 0 tenemos

sin(k(N + 1)a) = 0 ⇒ k =
nπ

a(N + 1)
, n = 1, · · · ,N.

• Vemos que la expresión para k(n) es equivalente al aplicar
la ‘relación de dispersión’ Ec. 27 a las ω(n) dadas por el
método DN = 0.

• Con este método alternativo tenemos la expresión para los
modos normales:

µ(xj , t) = 2iAn sin
(

nπxj
a(N + 1)

)
exp(iωt),

vemos que µ(xj , t) ∝ ρn
j pero sin normalizar, ver aux..
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3.3-Modos normales

En resumen, graficamos

ωn/c =
2
a

sin
(nπa

l2

)
, con l ≡ (N + 1)a, donde c ≡

√
τ/(

m
a

).

Notar la existencia de una frecuencia normal máxima para
sistemas discretos. Cuando N � 1, (ωn/c)max ≈ 2/a, con una
longitud de onda mı́nima λ = 2a(N + 1)/n > 2a.
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4.1-Paso al contı́nuo

• Tomamos el ejemplo de las oscilaciones transversas de
una cuerda con masas, y llevamos N −→∞, a −→ 0, con
σ = m/a constante.

• ⇒
ωn −→ c

nπ
l
, n ∈ N.

• Soluciones en modos normales (∼ ondas planas)
µ(x , t) = A exp(i[kx − wt ]), con
k = (2πn)/l ,n = 0,±1,±2, · · · ,±∞.
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Tratamiento directo

• Ec. de mov. de la cuerda. sin(φ) ∼ φ ∼ tanφ = ∂u/∂x .

Newton: σdx
∂2u
∂t2 = τ(x + dx)

∂u
∂x

∣∣∣∣
x+dx

− τ(x)
∂u
∂x

⇔ σ
∂2u
∂t2 =

∂

∂x

(
τ(x)

∂u
∂x

)
.

• Tarea: verificar que se obtiene la misma ecuación desde
Ec. 8 pasando al contı́nuo.

• Si σ y τ son constantes lleguamos a Ec. de ondas 1-D:

∂2u
∂x2 −

1
c2
∂2u
∂t2 = 0. (12)
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4.2-Solución en modos normales

• Ponemos u(x , t) = Cρ(x) cos(wt + φ).
• Sustitución en Ec. de ondas, Ec. 12, da:

d2ρ

dx2 + k2ρ = 0, con, k = w/c ⇒ ρ(x) = A sin(kx + θ).

• Extremos fijos, ρ(0) = ρ(l) = 0 −→ ρ(x) ∝ sin(kx), con
k = nπ/l , n ∈ N.

• Para satisfacer condiciones de bordes, el largo de la
cuerda debe ser un multiplo de la longitud de onda
media, i.e. λ = 2l/n.

• Vemos que el desplazamiento transversal en el caso
contı́nuo es el mismo que en el caso discreto.

• Por analogı́a con caso discreto, la solución general de la
ec. de ondas se construye por superposición de los
modos normales,

u(x , t) =
∞∑

n=1

Cnρ
n(x) cos(ωnt + φn). (13)
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4.2-Solución en modos normales

• O bien, en notación de Fourier, Ec. 13 se escribe

u(x , t) =
∑

n

√
2
lσ

sin(knx)[an cos(ωnt)+bn sin(ωnt)], (14)

donde, an = Cn cos(φn), bn = −Cn sin(φn).
• an y bn se despejan de las condiciones iniciales u(x , t = 0)

y u̇(x , t = 0), usando la ortonormalidad de los modos.
• En el caso contı́nuo, la relación de ortonormalidad, Ec. 7,

se escribe

lı́m
N→∞,a→0

N∑
µ=1

aρt (xµ)
m
a
ρs(xmu) = δst ,

⇒
∫ l

0
dxρt (x)σρs(x) = δst . (15)
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4.2-Solución en modos normales

• Tarea: confirmar Ec. 15 para modos normales contı́nuos
1D.

• Con la ortonormalidad, podemos despejar los an y bn de
Ec. 14 usando las condiciones iniciales:

an =

∫ l

0
ρn(x)u(x ,0)σdx =

√
2lσ

∫ k

0
sin(knx)u(x ,0)σdx ,

ωnbn =

∫ l

0
ρn(x)u̇(x ,0)σdx =

√
2
lσ

∫ l

0
sin(knx)u̇(x ,0)σdx .
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Lagrangeano por lı́mite contı́nuo

• De Ec. 9,

L =
1
2

m
a

∑
i

a(µ̇i )
2 − τ

2a

N∑
i=0

a(
µi+1 − µi

a
)2.

• Pasando al lı́mite contı́nuo, a→ 0, N →∞, µi (t) = u(xi , t),

L =
σ

2

∫ l

0

(
∂u
∂t

)2

dx − τ

2

∫ l

0

(
∂u
∂x

)2

dx .
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Lagrangeano por tratamiento directo

• La energı́a cinética de un elto de masa dm es

1
2

dm
(
∂u
∂t

)2

,

• Para la cuerda entera,

T =
1
2

∫ l

0
dxσ

(
∂u
∂t

)2

.

• La energı́a potencial esta dada por el trabajo que ejercen
las fuerzas de tension internas a dm, que tienden a
devolverlo a su largo en reposo dx:

dW = −τ(ds − dx) = −τdx

{1 +

(
∂u
∂x

)2
}1/2

− 1


≈ τ

2

[
∂u
∂x

]2

dx = −dU. −→ V =
τ

2

∫ l

0

(
∂u
∂x

)2

dx
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4.4-Coordenadas normales

• Solución general cuerda con extremos fijos:

u(x , t) =
∞∑

n=1

ρn(x)Cn cos(ωnt + φn), (16)

con ρn(x) =

√
2
lσ

sin
(nπx

l

)
y
∫ l

0
dxρn(x)σρm(x) = δmn

• Del parecido con µi (t) =
∑N

i=1 ρ
n
i ζn, definimos

ζn(t) = Cn cos(ωnt+φn), n ∈ N ⇒ u(x , t) =
∞∑

n=1

ρn(x)ζn(t).
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4.4-Coordenadas normales
• Integrando por partes V = τ

2

∫ l
0

(
∂u
∂x

)2
dx , y usando ec. de

ondas en Eq. 16 para ∂2un(x)/∂x2:

V (x) =
τ

2

∫ l

0

[ ∞∑
n=1

ρn(x)Cn cos(ωnt + φn)

]
[ ∞∑

m=1

ρm(x)Cmk2
m cos(ωmt + φm)

]
, (17)

y usando la ortonormalidad de los modos,

V (x) =
1
2

∞∑
m=1

ω2
mζ

2
m.

• Para la energı́a cinética, T = 1
2

∫
dxσ(∂u/∂t)2, tenemos

T =
1
2

∑
m

(ζ̇m)2.

• Desacoplamos el Lagrangeano:

L =
1
2

∞∑
m=1

(ζ̇2
m − ω2

mζ
2
m), con ec. de mov ζ̈n = −ω2

nζn.
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4.5-Hamiltoniano

• H = T + V ya que L no depende de t , ni tampoco la
relación entre (x , y) y las coord. gen. ui .

• ⇒ H = T + V = 1
2σ
∫ l

0 dx
(
∂u
∂t

)2
+ 1

2τ
∫ l

0 dx
(
∂u
∂x

)2
.

• ⇒ H = E = 1
2

∑
n((ζ̇n)2 + ω2

n(ζn)2), y usando
ζn = Cn cos(ωnt + φn),

H = E =
1
2

∞∑
n=1

ω2
nC2

n .
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4.6-Mı́nima acción en medios contı́nuos

• Introducimos la densidad Lagrangeana L(u, ∂u
∂x ,

∂u
∂t ; x , t) :

δS = 0 = δ

∫ t2

t1
Ldt = δ

∫ t2

t1
dt
∫ l

0
dxL(u,

∂u
∂x

,
∂u
∂t

; x , t) = 0.

• Considerando una variación δu con
δu(x = 0, t) = δu(x = l , t) = δu(x , t1) = δu(x , t2) = 0, i.e.
con condiciones de bordes fijas, lleguamos a:

∂

∂t
∂L

∂(∂u/∂t)
+

∂

∂x
∂L

∂(∂u/∂x)
− ∂L
∂u

= 0.

• Con L =
∫ l

0 dx (
σ

2
)

(
∂u
∂t

)2

− τ

2

(
∂u
∂x

)2

︸ ︷︷ ︸
L

, recuperamos ec.

de ondas 1D.
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