El desarrollo de la Mecanica Cuantica
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1. El desarrollo del quantum

1.1. Radiacién de cuerpo negro

= ;Cuadl es el espectro de radiacion electromagnética de un cuerpo con tempera-
tura 7?

= Caso mas simple posible: un cuerpo que absorbe toda la radiacion que le lle-
ga, hasta llegar a una temperatura 7' y re-emitir. A temperatura ambiente, un
cuerpo que absorbe perfectamente, sin reflejar, se veria perfectamente negro a
longitud de onda visibles.

= Dispositivo experimental: un horno con paredes reflejante (i.e. conductoras).
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1.1.1- Densidad de energia electromagnética
Tomando en cuenta todas las fuentes de carga y corrientes, las ecuaciones de
Maxwell se escriben:

v-D = 2 (1)
€o
V-B = 0, (2)
. OB
E = ——

V x 5 3)
. )

VxH = ji+—- (4)

ot
Para medios lineales, D= eeoE y B = uuoﬁ.

Combinamos las ecuaciones de Maxwell Ec. 4|y Ec. : E -(Ec. +ﬁ -(Ec :

L, 0D - - -
E- |Z===VxH-]j
ot % ’]
. [oB L L
P &= a—:—VxE,
ot
— 35 — 8§ — = — — - — - -
E-Z—4+H--—— = E-(VxH)—H-(VxE)—E-j,.

ot ot
Y usamos las relacion vectorial

V- (ExH)=(VxE)-H-—(VxH)E,

para lleguar a

Reescribimos la Ec. identificando las densidades de energias eléctricas y
magnéticas, |u = %E .D + %ﬁ .B ,

0 B,
a—ltt +V-§=-j,-E, con|S=E x H|vector de Poynting. (5)

Veamos que 1. la Ec.[5es la ecuacién de continuidad para la densidad de energia u. El
término j; - Eesla potencia ejercidad por E B por unidad de volumen: la fuerza de
Lorentz ejercida en un volumen dV es

dF = pdV(E + 7 x B),

donde ¥(7) es la velocidad del fluido de cargas libre. La potencia asociada a dF es

. dP - =
dP:U-dF:UpldV- :>W=j E, yaque j, = p,.




Integrando la Ec. [5|en un volumen V),

ou = = o =
/dV{E—FVS——jZE},

au — — — —
-V =— [5-dS — Ji- EdV
ot
—— —— —
% ,variacion de energia EM flujo de energia  potencia disipada en las cargas

1.1.1 Ondas electromagnéticas y modos normales.

= Ecuaciones de Maxwell = campos (E , é) satisfacen ecuacion de ondas (ta-
rea): .

9= O’FE

V°E eeouuoﬁ =0,
= ¢=c¢,/n,donde ¢, = 1/ \/m es la velocidad de la luz en el vacio, y n es
el indice de refraccion.

= Para una onda plana,

u = eoEngzucl%.

1.1.1 Ondas estacionarias
= Separando variables en la Ec. de ondas Ec. para una componente (%, t)
del campo (E, B), ¢» = XY ZT, tenemos

X Y A 1j%
i R — — —— =0
X Y "z er

con

= Condicién de borde en una caja cubica de lado a con extremos fijos = X =
Bsin(kyx), con k; = nyw/a, y

¥ = 3 Alng)e ) sin(“2) sin(“22) sin(— ),
— a a a
T
con
w(ni, ng, ng) = Sl \/n3+n3+n3 =2mv.
a NG v
TV

n
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1.1.1 Densidad de estados

= Nimero total de estados de modos normales (£, B), con frecuencia v < v,
en volumen V:

14 5\ 3
(o) = §§7m3’ con n® = <in> :

» Densidad de estados en intervalo de frecuencia dv, volumen V:
d Ar?
_ o) _dm

dv 3

y la densidad de estados en intervalo de frecuencia dv, por unidad de volumen,
es

N(v)

Ari?

Pv =
C3

1.1.1 Andlisis clasico
= La energia total almacenada en los modos de vibracion del campo (E, é) es

la suma de cada u,V = €, (E2 + E2)V.
» Para cada modo, el valor esperado de la energia en un intervalo dv es

U, =V(u,) = /dV/dExdEyp(Ex,Ey)ul,,

donde p(E,, E,) o e~ 7T |
= con 2 grados de libertad de polarizacién por modo (i.e. £, y F,), cada uno
contribuyendo un término cuadrético en la energia, el teorema de equiparticion
da 2 x kT/2 por modo.
= ]a densidad de modos Ec.|13|da la densidad de energia en un intervalo dv, y
por unidad de volumen:

Am?

u(v) = kTp(v) = kT—;— = catdstrofe UV.
C

1.1.1 Propuesta de Planck
= Planck hipl: sacar promedio por modo cambiando [ — 3,

(U) = /P(U) UdU — Y P(U)U, conU = nld.
= Planck 'hip2: esperamos que U sea una funcién de la frecuencia, o sea U =
>, a;v', y por ‘simplicidad’ ponemos
U= hv.
= Con estas hipétesis, el calculo da .S, = u,c = 7B, con
2hv3
¢ [exp (37) —1]°

y una comparacion con el experimento permite ajustar i = 6,62 10734 J s.

B, =
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Propiedades de la funcion de Planck
= Ley de Wien:

dB,
dv

hv
=0 = — ~4,965
kT ) )

rvmax

Amax Z —
cm K

0,29, | con Apax = €/Viax. OJO: Byd\ = B,dv.

= Ley de Stefan-Boltzmann:

/15

oh (KT\* [ 23
Bydv = B(T) = = [ “=
/,,du (T) cz(h>/0 T

B(T) = aT*,|con o = ar = 5,67 1078 W m~2 K~*. Notar que 7 B(T') es el

flujo por unidad de area.
= Ley de Rayleigh-Jeans:

2

e I/ pd M
lim B, = —-kT caso clésico, h — 0.
hvkT C

Ejemplo: espectro solar
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Ejemplo: radiacion de fondo

Ecuacuién de Einsten para H = a/a, (+ universo isotrépico y homogeneo):

8 . p 1 A
Sl 4 Ay
30 Temrn T m3 T
— —] s

Qum Qr Qp

Qp ~ 0,7 Qr =0, O~ 0,3,

s6lo 2 % de €2, es contribuido por bariones.
1.2. Efecto fotoeléctrico

Radiacion UV

Para v fijo, a medida que dismi-
nuye el flujo incidente S, dismi-
nuye [, y para S débil pasan e—
uno por uno (I estocdstico).

Si variamos v, con un voltaje fijo, hay una frecuencia de corte. I[gualmente, hay
un potencial de corte V. para un cierta frecuencia v. Einstein = hv es cuanta de
radiacion, i.e. un foton, y energia cinética del fotoelectrén es

K. < hv — ¢, con ¢ funcién trabajo del material.

I es 0 cuando la diferencia de potencial en el condensador es igual a la energia
cinética maxima de los fotoelectrones, ¢V, = K. Medicién de h por Millikan:

18
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Energy of electrons ejected from sodium metal
c 3
S h=—=4.1x10"¢V -5
. Av AE =1.25¢V
HE |

=
| CO— A
a g' The linear increase in i Av = 3x10" Hz
g & e'lllectro:hk::ne}:c :n ergy i The slope of the curve gave the
E= ol o‘:?‘ ta hwma;‘e\rerls : constant of proportionality
& g 1 Gecingihem nas : that we now call Planck’s
sz energy proportional i constant.
to frequency. ’ H
I | I i | | I
4 6 8 10 12
Frequency,Hz x 1014 Data from Millikan, 1916

Pendiente da h: a = arctan(h/e), con e conocido por experimento de Millikan en
1913.

1.3. Movimiento browniano

= Marcha aleatoria: luego de N pasos en un tiempo ¢, de largo
[ y intervalo de tiempo promedio 7, el desplazamiento total
R tiene dispersién o = (R2) = a/%. El factor a debe poder
relacionarse con fisica microscépica.

Asset Prices Simulated using Geometric Brownian Motion

2000

Simulated Asset Price

400
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= En presencia de roce, la ec. de mov. 1D es
ma + pt = Feyg, (6)

para un campo de fuerza Fiy (ej. gravedad). Medimos i si conocemos Fiyt,
observando la velocidad en estado estacionario: uz = Fiy.

= [os impulsos que dan origen al mov. Browniano son una fuerza microscépica
aleatoria. Queremos estimar (R?)(t) = 3(x?)(t) (caso isotrépico).

= Tomamos (z x Ec.[6). Reconocemos pxi = %,u:'}?, y

d
(mzd) =m — (z) —m{(@)?),
dt N——
kT
%@;UI) ~0 por hipétesis

donde usamos la hipétesis de marcha aleatoria para aproximar x & v/t — v,

1/v/t = xv, = constante.

» ademas, (zF,) = 0, y llegamos a que (z x Ec.[6) <

2 2
</“‘di>_/{;T:0 - d<x>:2k—T.

2 dt

= En 3D,

6kT

—t.
1

» Medimos o para despejar k, y con PV = RT = N'kT, estimamos N, y luego
tamafio atomico.

o=+ (R?) =

1.4. Calor especifico de los sélidos

1.1.4 Formulacién clasica

= Consideremos el modelo de atomos con 3N osciladores arménicos en pe-
queiias perturbaciones.

= La energia de cada oscilador es € = 3mq”® + 3kq?, y en fisica clasica, (¢) =
kT, de manera que la energia total es £ = 3NET, y el calor especifico es
C, = 0E/OT = 3Nk, constante en 7.

= Sin embargo, la teoria cldsica también predice que limy_,o Cy, = 0: la dife-
rencia de entropia entre dos estados a — b es

Ty
Sb - Sa = / Cvd?T = CV hl(Tb/Ta),

y si T, — 0, es necesario que limy_,o Cy = 0 para que .S sea finito.

22
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1.1.4 Solido de Einstein

= Radiacidn de frecuencia w requiere cargas oscilando a la misma frecuencia =
la cuantizacion del cuerpo negro sugiere que las cargas en el sélido, i.e. las
paredes del horno, oscilan con el campo E , B.

= En una primera aproximacion, seguimos el médelo clasico de 3NV osciladores
con la misma frecuencia natural w = /k/m.

= Finsten: la energia de cada oscilador también esta cuantizada, al igual que la
energia en cada modo normal del cuerpo negro, y la energia en un oscilador
es

1
T — zhw a0
€ n —1—2

donde el ‘punto zero’ % fue introducido posteriormente en mecanica ondula-
toria (y el principio de incerteza).

» La energia por 4tomo serfa entonces € = (n, + n, +n, + g)hw

» Con estadistica de Boltzmann (¢) = _a% InZ,donde Z = >
es la funcion particion.

= Elcdlculode Cy = 0E /0T = 9(N(e))/OT da

3the% hew
kT2 (=1 + exp(hw/kT))* ]

N,y ,N

Cy =

= Se puede confirmar que limy_,o Cy = 0y limy_,, Cy = 3Nk.

Teoria atdmica

Radioactividad natural

= Becquerel (1894), Marie & Pierre Curie (1897) — ley de decaimento expo-
nencial,
dN = —NPdt = N(t) = N(0)exp(—Pt),

con vida media T = In(2)/P.
» Tipos de decaimientos:

e Decaimiento a: 238U —238 Th + «.

e Decaimiento 3: 37: ’B — *C+e+ v . B EN — [2C+

n anti-neutrino
e” + \1//
neutrino
e Decaimiento v: (4P)* — 4P + v, energias de fotones v son cuanti-
zadas, con hv ~ MeV, osea > quelosl3,6 eV tipicos de transiciones
atomicas.

10

. exp <_6(nx + ny + n, + %)hw),
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Ejemplo: datacion *C

= Alta atmoésfera (~15 km): bombardeo de rayos cosmicos solares produce neu-
trones que chocan con los nucleos de nitrégeno en el aire:

n+3* N — §C+p.

= materia orgdnica (i.e. plantas) intercambian ;*C y al morir el *C decrece ex-
ponencialmente,
82C — N+e + 7.
28

Ejemplo: irradiacion temprana del sistema solar.

= Diferenciacién de asteroides debida a calentamiento de nebulosa presolar (< 60Myr)
puede ser explicado por altas abundancias de ?SMg, que es producto de deca-
imento ~y de 20Al:
1AL — BMg+ v Fet 47
T~10% yr S~~~
1,8 MeV

» ;Cudl es la fuente de 2°Al que irradi6 al systema solar?

cepinen)

B
vy

SRR
r

~\zz==

.29

2.2. Experimento de Rutherford

Gold Foil

& -Particle
amitter

Detecting Screen Slit

11



Serie de experimentos por Rutherford, Geiger y Marsden entre 1908 y 1913 condu-
cen al descubrimiento del nicleo atémico.

Electrons scattered Diffuse
throughout / positive
\@- charge = /
B @ ® @
@ = : L) )
- —@"
, N -
et ) ) )
& & M 9 @
'w‘ﬁ)r.-‘“':‘ | f \d
- P Path of D
R « particle
(a) Expected Results (b) Actual Results

Modelo planetario del nucleo

= Eldescubrimiento del nicleo atémico permiti6 caracterizar los elementos usan-
do (Rutherford 1911):

da(@) . 212262 2 1
do — \8mesmuw?) sin(0/2)4

en que do /dw es la fraccion de particulas deflectadas en un dangulo 6 € [0, 6 +
df) si el haz incidente de particulas de masa m tiene velocidad ¥, || 2
= ... Pero... Decaimento radiativo de los electrones esperado en ~ 10710 s.

2.3. Modelo de Bohr

Espectroscopia de HI
Modelo planetario de Bohr permite modelar el espectro de HI (Balmer 1885,
Rydberg 1888):

Balmer series

12
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n?  m2

1 1 1
X:RH( —),m>n,(m,n)€N,
donde Ry = 109677,576 cm ™' es la constante de Rydberg.

Postulados

1. Existen estados estacionarios para electrones en equilibrio dindmico, segtin
mecdanica clasica pero sin irradiar.

2. Si electrén pasa de estado £, a E,, emite/absorbe hv,,,, = E,, — E,.

3. Niveles de energia:

1: Las frecuencias de transicion estan dadas por la férmula de Balmer
0

2: s6lo son permitidas 6rbitas con L = mor = nh/2r.
4. Principio de correspondencia, si n — 0o se recupera fisica clasica.

Tarea: demostrar que los Postulados 3.2 y 3.1 son equivalentes.
Tarea: comparar frecuencia clasica con frecuencia cuantica (en funcion del radio
de la orbita).

Regla de cuantizacion de Sommerfeld-Wilson

= ; Qué relacion existe entre cuantizacion de Planck (F,, = nhv)y Bohr (L,, =
nh)?
= Problema de Bohr: falla para 4tomos grandes.

Extension del modelo de Bohr por Sommerfeld-Wilson:
f pdq = nh para sistemas ligados.

m Orbitas ciculares: L < 0 =

deQ =2rL =nh

Ejemplo cuantizacion de S.-W.: Oscilador armonico

2 1
E= 2].; + Emwqu, es constante de movimiento,
m

q° P’
=1.
T 2B/ (m?) | 2mE

Familias de elipses con a? = 2E/(m?) y b* = 2mE,

S.-W. = f pdq = wab = nh, = E,, = nhv Planck-Einstein.
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Bohr, S.-W., y atomos grandes
Consideremos Lagrangiano de Coulomb en esféricas:

L—l 2+1 29‘2+€2_L( 0)
—2mr 2mr P rTr,u).

g ciclica — ¢ ppdf = ngh — pg = neh. Enr,

L
p,’,‘ = a— = mT — %p’l”dT — nrh-
or

ng, N, son enteros independientes, i.e. existen DOS niimeros cudnticos para Orbitas

elipticas.
Tarea:
me> . L o
E(n) = ~opar CONN =T + n, #ndmero cudntico principal,
(n, + 1g)? r*  n’K? ; (n, + 1g) h? nkKk?
a=(n,+ng) —s =——, b=ng(n, +np)— =ny——.
T e T me? O T e " me2
.36
Parches de parches....
= Pb. nuevo: se observan menos lineas en espectro que lo predecido por E,, —
E,, = hv. Hay transiciones que no existen para &tomos con Z > 1. Se parcha
teoria con reglas de seleccion.
= F(ng,n,) — pueden haber varios valores de n,., ny dato £ — estados cuanti-
cos degenerados.
= Si se introduce 5 externo, se levanta degeneracion:
e Nivel degenerado conduce a un niimero impar de niveles -0 <[ <ny
. =mhconm = —I,—I+1,...,1—1,1 (y resultaque | L|> = [(I+1)R?).
e Nivel no degenerado igual se divide en DOS, con m ~ s, = (—%, %)h
37

Experimento de Stern-Gerlach

Observacién de L cuantizado (i.e. L, = mh) y spin del electrén (Stern-Gerlach
1922).

14
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2.4. Coeficientes de Einstein

= Einstein (1916): emision inducida.

= Balance detallado en la poblacién de un sistema de dos niveles 1,2 da la re-
lacién entre As;, tasa de decaimientos radiativos espontdneos , Bio, tasa de
excitaciones radiativos, y B, tasa de decaimientos estimulados (ver Feyn-

man):
Boy = Biagi/gs, Y Boy = iy
21 = D1291/ 92, ¥y D21 = Y R
Before During After
emission emission emission
Boitdied —@r— Flo — — _—
hy
hy hy AN
i h
Inident photon AE AR A
Goundled El _._
Atom in Atom in
excited state ground state

EQ—E:[:AE:}II/

Ejemplo: masers astrofisicos

Dindmica de rotacién en agujero negro de NGC 4528 usando masers de H,O a
22 GHz (masa ~ 107 M, Miyoshi et al. 1995 , distancia 7 Mpc, Herrnstein et al
1999)
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3. Mecanica ondulatoria

3.1. Dualidad onda-particula

= Radiacién:
e onda \, v, c
e particula, £ = hv, p=E/c=hv/c = h/\.

= Materia: también onda, De Broglie (1924), con p = h/\.
e — regla de cuantizacion de Bohr, L = nh

e — tamafo atomico (ver catedra).

3.2. Principio de superposicion

Para estudiar comportamiento ondulatorio de la materia, haces experimentos de
comparativos onda/particulas: balas vs. rendijas de Young.

16
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optical optical screen

screen (front view)

monochromatic
wave
fe.g. a laser)

screen with
wo slits

] P-!j
= W %
Figure 2a
TONGSTEN %
8 £

Para electrones el patron de interferencia es el mismo que para la luz (o cualquier
onda).
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P1(x)

I T . <——P12(x)

' P2(x)

Pero .... el detector cuenta electrones uno por uno, y son emitidos uno por uno,
entonces debiera ser posible seguir trayectoria de cada electron.

detactor

detector
I:'a_.o D;Electar D -
P1fx) '
T P12(w)
l:l ;ele:lur D;etector\ l:lgetector
44
hv interactua con e~ — observemos con luz.
7
.
0 %
' 7
@ 7
I
— %(?l?RTCE E%
L - _E S oqugiie ——9
ELECTRON T
GUN R Z
ANY %
Dz %
Z

= Con L suficiente, efectivamente seguimos ¢~ y P = P; + P; sin interferen-
cias.

» Quizas hv perturba e~ ? Si bajamos L, llega un punto en que P # P, + P.
Si bajando energia hv, cuando A > d ya no se distinguen rendijas 1 y 2 y
Py # P+ P

= Heisemberg: “Es imposible diseflar un experimento que determine por cual
hoyo pasan e~ y que no destruya patrén de interferencia”.

45

: funcion de onda

= Consideremos la propuesta ‘A’: “los e~ pasan por rendija 1 0 2”. Al ‘observar’
los e7, ‘A’ es correcta. Pero si no se observa, ‘A’ no es valida.

18



= Asociamos una onda de probabilidad a los e~ tal que la densidad de probabi-
lidad es

p=[Vf*, con () € C.
= Y, qué paso con las balas? — A\ < d.

: notacion bra|ket

= Introducimos notacién ‘(bra|ket)’ para describir el estado cudntico |¢)) (ver
Feynman III, 2 y 3):
m Caso discreto,
N
W)= e )

~

resultados posibles

con (Pl) =1 =37 [eal ¥ (¥nlthm) = dnm-

= Caso continuo,

n=0

) = / dkliy),
con (9[9) = 1 = [ Py (2hile). y (Wlda) = 6(k — j).

. Ejemplo: rendijas de Young

= Estado de salida de la fuente (i.e. el cafion de e7): |s).

= Estado de llegada en la pantalla TV: |z), i.e. rotulado en un continuo de posi-
ciones en la pantalla.

= 2 posibles caminos: |1), e~ pasa por rendija 1, y |2), e~ pasa por 2.

w01 = (z|D)(1|s) y ¢ = (x|2)(2|s), ¢1: amplitud de prob. de pasar por 1 y
llegar a x, ¢;: amplitud de prob. de pasar por 1 y llegar a x.

= Amplitud de prob. de llegar a = pasando por cualquier rendija es entonces

P12 = 1+ d2 = (x[1)(1]s) + (2[2)(2]s).
= Sin observar paso de e, la funcion de onda del e~ es
|Y) = (1]s)|1) + (2]s)|2), = superposicion de estados
= Al medir con un detector en x, obtenemos la prob. de colapso en x:

(x[Y)) = ¢12 = (1s)(x|1) + (2[s)(z]2).

19
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. Ejemplo: Gato de Schrddinger.

':\.T""- =
i P —_—
|I T
o
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AB)+4 )
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3.3. Incerteza (z,p), (t, F)
. Difraccion de electrones.
[ N
i |~ 1
| -
» . ' -
i | N J
La ranura permite determinar la posicion de los e~ en direccion g. Originalmente
son emitidos con momentum p = p,z, sin info en z. Como son difractados en
direccién § ~ \/a, debe haber una componente Ap, = fp, ~ 22 = h/Ay.
= AyAp, ~ h. 0

Paquetes de ondas.
= Para una onda localizada, por ejemplo con un espectro Gaussiano, se cumple
010, =1 & 0,0, = h.

= De la misma manera, para una sefal de duracién finita en el tiempo,

0,00 =1 & ogo, = h.

= En el caso general, no Gaussiano, se reemplazan estas relaciones por desigual-
dades, y el calculo riguroso da

Ap,Ax > h/2 y AEAt > h/2 ‘.
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3.4. Ecuacién de Schrodinger

= Argumentos generales (ver citedra) conducen a la propuesta de Schrédinger
para la ecuacién de movimiento de la funcién de onda:

h? oY
—— VX + V) = ih—.
2m v+Vy =1 ot
= Cuantizacién de Schrodinger: los valores posibles de £ son los autovalores
del operador energia, ih%:

o

L0 .
R

Corriente de probabilidad

» Ecuacién de continuidad para densidad de carga p = |¢|*:

N
J=—p=71p
m
Ecuacién de Klein-Gordon
E? = p2 + m2ct ,
= Jp— 2a ¢ 2v72 2 2

‘3 0
E ~ ’lha
3.5. Soluciones de la ecuacion de Schradinger

Efecto tunel

Atomo de hidrégeno
Pozo de potencial infinito
Oscilador armoénico
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4. Spiny particulas idénticas

4.1. Spiny superposicion
Spin
= El experimento de Stern-Gerlach SSec@ conduce a mediciones de momento

magnético de spin jis = —gspupS/h, con gg ~ 2 parael e.
= Se confirman por experimentos estos ejemplos:

e Spin 1: dtomo neutro de C, nucleo de Deuterio D.
e Spin 1/2: electrones.

e Spin O: particulas o.

superposicion
ver http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_05.html

e
N
,

by
—_— -
n
=1

Experimento SG modificiado: dispositivo para separar y juntar particulas de spin 1.

superposicion
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SG modificiados en series y separacion de spin: funcion de onda de una particula
con spin 1 seria, para un dispositivo S,

) = Zci!i5>, coni=—1,0,1.

7

Una manera de representar el experimento seria:

1
Loy 2B 0 ot
—1 | ~1

S T
.58

superposicion
SG modificiados en series y mezcla de funcién de onda:

S —

El primer aparato es .S, y el segundo mide en otra direccién = es un aparato distinto
T, en el cual

) = aliT), coni = —1,0,1.

(2

Si S deja pasar solo |¢)) = | + S), y T filtra solo en |07), la funcién de onda de
salida en “representacion S” seria

) = (0T'|0S)|0T) = Z(OT!OS){@'SMTWS).

7

= la salida es superposicion de todos los estados S. 59

4.2. Particulas idénticas

scattering

23



D, Dy

a-PARTICLE OXYGEN  a-PARTICLE OXYGEN

D> (a) D, (b)

Prob. de detectar ‘algo’ en D, es
Py = |fa(0)* +[fo (0 — m)I,
pero |fo(0)|* = | fa(6 — m)|?. En general fo(0) = e'd fa(m — 0), y

Py =|f(O)] +[f(0 —m)".

2 (a) 2 (b)

Si las dos particulas a y b son idénticas, f,(6) = € f,(7 —6), y permutando, f,(6) =
e fo(m = 0). = € = L1,y Yors(0) = f(0) £ f(7 —0).

= caso +: BOSONES, spin entero, ¥, es simétrica ante permutaciones.

= caso —: FERMIONES, spin semi-entero, ¢, €s anti-simétrica.
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