Propagacién de ondas electromagnéticas en medios
dispersivos: Paquetes de ondas y velocidad de grupo

1. Repaso

e Fcuacién de ondas.

En el vacio, las ecuaciones de Maxwell conducen a que F y B satisfacen la ecuacién de
ondas, que se puede escribir genéricamente como:
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donde v representa cada una de las componentes de E o B. Las soluciones de Ec. 1
son funciones Z(x =+ ct), o sea ondas propagandose hacia +z o —%. En el caso de una
perturbacién finita, podemos descomponer Z(x — ct) en sus componentes espectrales:

Z(x,t) = ! / o f(k)elke=etqg, (2)

27 J oo

En el vacio, la relacién de dispersién (la ecuacién que liga w con k), es simplemente
w(k) = kc. Laonda se propaga sin deformarse con velocidad ¢ hacia +z. f(k) es el espectro
de la onda, que se puede ver como la superposicéon de componentes monocromaéticas.

e Gaussianas y transformadas de Fourier.

La transformada de una gaussiana es otra gaussiana: Si

Z(x —ct) = Z,exp (—M> = Z,exp (— v ) : (3)
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con u = x — ct, entonces

flk) = /J:O Z(w)e ™ du = Z,\/2mo exp (—052> ) (4)

y f(k) es otra gaussiana con dispersion o = 1/0.

2. Medio dispersivo

En los medio lineales y homogéneos, las ecuaciones de Maxwell se modifican y la ecuacién de
onda se reemplaza por la ecuacién de propagacién-absorpcion, que es la ecuacién de ondas con
un término disipativo:
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con ey = 1/c2. Buscando soluciones en ondas planas monocromaéticas ,
¥ = Yo expli(kz — wi)], (6)
obtenemos la relacién del dispersién para el medio,

—k* + epw?® + dwyp = 0. (7)



Consideramos el caso en que la conductividad v = 0, o sea medios aislantes (dielectricos, en
los conductores las ondas son evanescentes). Si v = 0 las soluciones del tipo Ec. 6 ya fueron
estudiadas para la ecuacién de ondas en el vacio. En el caso de los dielectrico, el indice de
refraccién depende generalmente de w.

Pero soluciones como las ondas planas monocrométicas no son fisicas (se extienden hasta co),
y para describir perturbaciones localisadas formamos un paquete de ondas:

Z(x,t) = ! / o f(k)elFe==tqf. (8)
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Claramente, es Re[Z(x,t)] que cobra sentido fisico y que describe la onda. En un medio
dispersivo las soluciones de la ecuacién de propagacion-absorpcién son paquetes de ondas.
Notar que Z(x,t) # Z(x — cit), porque ¢; = c1(k).

Como ejemplo, podemos formar un paquete de ondas que describa una gaussiana para Z(z,t =
0) tomando un f(k) que también sea gaussiano:

fk) = exp(—a?(k — ko)?), (9)
que es una gaussiana con dispersién o = ﬁ, y con la Ec. §,
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Z(x,0) = 7€ ° /e e dl, conl==Fk—k,, (10)
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y finalmente
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Z(x,0) = et ha7 (11)
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o sea Re[Z(z,0)] = 2a{ﬁ cos(kox)e 107,

. Velocidad de grupo

Si f(k) es una funcién localisada en torno a k., podemos expandir a primer orden

w(k) ~ w(ks) + (k — ko) dw
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Para ello, despreciamos %(k —ko)® 55

L lo cual es vélido si la exponential decrece suficiente-
o

mente rapido. O sea, requerimos

(k—ko)?* < 207, (13)
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y vemos que la expansién Ec. 12 es valida s6lo cuando
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es decir cuando f(k) es suficientemente angosta.

Con la expansion Ec. 12, el paquete de ondas Ec. 8, se escribe
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en que definimos | = k — k., y la velocidad de grupo,

dw
ok |,

Ug =
Finalmente,
Z(.CE, t) = Cl(x _ Ugt)ez(kox—w(ko)t)’
donde a(x) es la envoltura en ¢ = 0, que se propaga con v,.

. Dispersion del paquete de ondas

Si incluimos el término de segundo orden en la expansion Ec. 12,
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) después de un poco de calculo obtenemos
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Vemos que, si bien la expresién para Re[Z(z,t)] es complicada, hay una envoltura gaussiana

con una dispersion o, que crece con el tiempo:

o, = f\/ (202) + (w"t/(2a2))2.
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En conclusion, el incluir el segundo orden en la expansion Ec. 12 pone en evidencia que al

transcurir el tiempo, se enancha el paquete de ondas, i.e. se dispersa.



