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1.1-Campo y potencial eléctricos

e Campo eléctrico debido a N cargas:
N - -
2o 1 (X —=X;)
E(X) - 47T€o ;qIH)_('—)_(”P (1)

e Campo eléctrico debido a distribucién continua de cargas:

ER) = g [ XY 5o s @)

47e, X — X'||3°

e Tenemos que E = —V/(®), donde ¢ es el potencial
eléctrico debido a distribucién continua de cargas:
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1.1-Campo y potencial eléctricos

o Ley de Gauss, forma diferencial:

e ConE = —V(®) llegamos a la ecuacién de Poisson:

e Aplicando Ec.5 a una carga puntual obtenemos una
representacion de la delta de Dirac:
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1.2-Energia Potencial

e La fuerza eléctrica F = gE es conservativa, con lo que el
trabajo que ejerce se relaciona con una diferencia de
energia potencial:

Was = —q(®(X) —

e Es usual tomar la referencia de potencial en infinito.

¢ Definimos la energia de interaccion entre N cargas como
el trabajo necesario para construir el sistema de cargas
trayendolas una por una desde infinito:

47re quz ||x, x||
i j<l 1
2><47reo Zi q'z ||x,—x,H @

¢(XA)) = —APyp = —AUAB.

e En el caso continuo,

U— 87750//d3 xd®x /P(X)_(X/

2/&mz(n
(8)

Z,

=

WD)

‘l
A

—
‘.fi/ \

|

Magnetostatica



1.2- Densidad de energia eléctrica

e Usando la Ec. de Poisson, Ec. 5, tenemos que la energia

asociada
escribir

€o
U=-3

a una distribucién de cargas Ec. 8 se puede

/¢V2¢d3x: %"/H%H?dsx: §/||E||2d3x.

= densidad de energia u = $||E|%, que calza con la
densidad de energia asociada al campo E en la ecuacion
de continuidad para la densidad de energia.

e Ojo: densidad de energia es definida positiva, mientras
que la energia de interaccion entre dos cargas con signos
opuestos en negativa!
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1.2- Auto-energias

e = distinguir entre energia de interaccion para cargas
discretas y para distribuciones. La versién discreta ignora
el detalle de la energia asociada a la carga puntual en si:
si fuese una esféra llena, tendria una energia de
interaccion ‘interna’, i.e. una ‘auto-energia’.

e Ejemplo: aplicar U = % [ p®d®x a dos cargas puntuales
a1y Q.

e = Energia potencial de ‘ligazén’ entre N cargas es
distinta a la energia total almacenada en el campo E.
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1.2- Condensadores
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e Condensador = configuracion de N conductores, con Magnetostética
cargas totales {Q;} y potenciales {V;}, sometidos
mutuamente a sus campos eléctricos.

e Por el teorema de superposicidn, i.e. por linearidad de la
ley de Gauss,

Q=> CV, (9)
J

donde los Cj son las capacidades del sistema de
condensadores.



1.2- Condensadores

¢ La energia potencial de interaccion entre todos los
conductores es, segun Ec. 8,

U= 15 / Pxp(R) (%) = %Z }{ S0V,
i
1 1
= EZQ"V" = EZC"/'V"V/’ (10)
i i

donde S, representa la superficie de cada conductor.

e Podemos confirmar aqui que esta expresion da
correctamente la energia total de interaccion al considerar
la energia necesaria para cargar los condensadores. Por
ejemplo, en el caso del condensador mas simple, con 2
conductores, Q = CV y la energia necesaria para
cargarlo es

Q A 1
U:/dU:/O Vid@ = 5 @ = ;QV.
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1.3- Identidades de Green

¢ La especificacion de p en todo el espacio es suficiente
para determinar ¢. Sin embargo, hay situaciones en las
que se especifican condiciones de borde en ¢, como en el
caso de los condensadores. Para estos casos es mas
conveniente usar el teorema de Green, que tratar de
identificar el detalle de p(X).

¢ |dentidad de Green, para dos campos escalares V y ¢:

/(¢v2w+6¢-6wd3x:?{ ¢3ﬂdA, (11)
v 4 on
donde o
—~ =VV.h
n

e Teorema de Green:

/V(WZ\U —VUV20)d¥x = ?ﬂ <q>g: - wg(l';) dA. (12)

)

)

=7

(

Magnetostatica



1.3- Aplicacion del teorema de Green en Electrostatica

A\
o Aplicamos el teorema de Green Ec. 12 con \\\\(Zgy/

‘lf

V(X') = =, en que X' es la variable de integracion, y

X=X

con el potencial eléctrico ®(X):

=
=

1

1
747T¢($()_(’ - )—(0/) + Hp()_(’/)} d3X/ = Magnetostatica
/v { €ol|X = X'

9 1 1 09
ié{"’an/ (w—f/n) - ||>?—x"an'} st

e Si el punto de observacién X queda dentro de V,

(%) = / LX) oy

T 4rme, ), |X— X

1 1 od 0 1 ,
- = = =~ . e ﬁ . 1
47rfig {II)?)?’II o~ om <|xx'||)] aA. (3

¢ Vemos que el teorema de Green requiere especificar
®(x") y su gradiente en la superficie, 2. Sin embargo, el
experimento nos dice que para determinar el potencial
encerrado entre conductores, como en un condensador,

basta con especificar las diferencias de potenciales.




1.3- Condiciones de borde

e Vamos a aislar 2 tipos de condiciones de borde:
o Especifar ®(X’) en A = “Dirichlet”.

e Especifar 2% en A = “Neumann”

e Podemos demostrar que las soluciones de la Ec. de
Poisson es unica, para cada una de estas condiciones de
bordes. Por lo tanto, la Ec. 13 no es solucion de la Ec. de
Poisson, al permitir la especificacién de los dos tipos de
condiciones de bordes.

e Solucionamos esta inconsistencia con una generalizacion

de Ec. 13 usando “Funciones de Green”.
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1.3- Solucion formal con funciones de Green
e Definimos la funcién de Green con

1
G)?,)_('/ :ﬁ_‘_F}’z/’
X0 = gy PN

donde pedimos que V2F = 0 dentro de V.

¢ Volvemos a aplicar el teorema de Green, Ec. 12, con
V(X') = G(X, X'), y con el potencial eléctrico ®(X’):

o(X)

1 / p(X")G(X, X d®x'+
%

- 4re,
1 L, 00 o ol oy
— = o= G
47r]£ [G(x,x )8n’ d)an’ G(X, X )] dA’. (15)
e Para Dirichlet, pedimos Gp(X,X') =0 si X' € A:

1

q)()?) - 47e

/ (%) Go(%, )X’
2
] fcpie (%, %)dA. (16)
ar Js om TPVT '

Tarea: Demostrar que Gp(X, X') = Gp(X', X) (ver Jackson 1.10)
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1.3- Solucion formal con funciones de Green m
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e Para Neumann, pedimos Gy(X, X') = ()4 si X' € A:

O(X) = (P) 4 +

1 =/ 2 o 3/
— /v p(%)Gu(%, ¥')dx
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1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

e Queremos encontrar ®(X) al exterior de una esfera de
radio a, dado la distribucion de potencial sobre la esfera.

o El metédo de imagenes da ®(X) en el caso de una esfera

atierra (¢ = 0), y con una fuente puntal g; en un punto Xi:

= g1 1 Qe 1
d(X) = — —,
(X) 4re, [|[X — Xi||  d7es || X — Xo|

donde Xo = %m (centramos la esfera en el origen y
usamos coorenadas esféricas), y g = —aqi/r.

o Este potencial calza con los requisitos de la Funcion de
Green para condicion de borde Dirichlet, con gy = 4we, y
X' = )?12

B 1 a
X=X )% — &%)
N——
F(X,X")

(18)

W2

|

/
NS

|

Magnetostatica



1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera
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Pasando a coordenadas esféricas, tenemos,
N 1 1
G(X,X') = — = - ;
/12 + 12— 2rr' cos(y) \/’;ﬁ + a2 — 2rr' cos(y)
(19)

donde es mas facil ver que G(ak, X') = 0. .



1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

7aN\Y
TN
.z . 4 \\- / 7
e Para usar el teorema de Green, también necesitamos
LGD = @ — r2 — a2 Magnetostatica
on |.,_,  or |._, a(r?+a?—2arcos(y))3?

e Ahora, usando Ec. 16, tenemos el potencial en cualquier
punto afuera de la esféra (esta aplicacion supone que no
hay cargas en el exterior de la esfera):

—1
47T€o %4 d)(e/) ¢/)

a(r? — a2)
(r? + & — 2arcos(v))3/2

O(X) =

sin(¢’)dd’d¢’. (20)

e Aplicacion: dos hemispherios con potencial +V'y — V.
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1.4- Separacion de variables

¢ Otra alternativa para determinar (x) es resolver la
ecuacién de Poisson directamente. En casos con
simetrias 0 geometrias simples, se puede hacer
analiticamente usando la técnica de separacion de
variables.

e Por ejemplo, si las condiciones de bordes se definen
sobre planos, es conveniente buscar soluciones con
separacion de variables en coordenadas cartesianas:

o(X) = X(x)Y(¥)Z(2).
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1.4.1- Condiciones de borde rectangulares

2z

zZ=c

[Q = V(xy)

[ A

e Consideramos el problema descrito en la Fig., con
d(z=rc) = V(x,y),y ® = 0en el resto de un rectangulo
con lados a, b, ¢, y donde queremos determinar ¢ en el

interior del rectangulo.

e Vemos que la solucion de este problema se puede
extender a un potencial arbitrario en las 6 caras del cubo

usando el teorema de superposicion.
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1.4.1- Condicidnes de borde rectangulares

|

W
=

¢ Aplicando separacién de variables, vemos que funciones
del tipo

(

O(X) = Anmsin(anx) sin(Bny) sinh(yomz),  (21)  Mesnsiosiica
n,m

con ap = nr/a, fn = N /b, Y ynm = 7/ (n/a)2 + (m/b)2,
son soluciones de V2¢ = 0 y cumplen con las
condiciones de bordes en x, en y,yen z=0.

e La ultima condicién de borde ®(z = ¢) = V(x, y) se
obtiene aplicando la completitud en el analisis de Fourier,

] 4 b a . .
AnmSinh(yn,m) = %/o dy/0 dxV(x,y)sin(anx)sin(Bmy).

e Como Ec. 21 cumple V2¢ = 0y las condiciones de
bordes tipo Dirichlet, es la solucion Unica.



1.4.2- Cilindricas: Simetria en z, o polares.

e Como ejemplo de condicién de borde en geometria
cilindrica consideramos un caso con simetria en z.
¥y

100 1020

V2p = —— + =0.

0 pop 2o
e Latécnica de separacién de variables da:

O(p,¢) =V + > amp™/ " sin(mre/B).

m=1

N

Magnetostatica
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1.4.2- Cilindricas: simetria en z

e En la vecindad del vértice, p — 0,y
®(p, ¢) ~ V + ap™ 7 sin(r¢/B).
e El campo eléctrico normal a la superficie conductora es

100 an
Ey=———=——p "/ cos(ro/p).
T pe B
y vemos que en el caso 8 > w las cargas se acumulan en
la punta.

N
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1.4.2- Cilindricas: Caso general

ZIN
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e En general, en cilindricas

= 827¢ + 187¢ + l827¢ + (927(]) _ 0 Magnetostatica
= apz P 8[) p2 8¢2 0z2

e Separando variables ¢ = R(p)Q(¢)Z(z), se llega a

V2o

a?z
a?Q
W + VZQ = O, (23)

PR 1dR [, 12
o 1= -~ )R=0. 24
dp2+pdp+<k p2>R 0 24
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1.4.2- Cilindricas: Caso general

¢ Un tipo de soluciones para la parte radial son las
funciones de Bessel:

_ v - (_1)l j
JV(X) - (X/2) /_Zojlr(]+ v+ 1)(X/2)2ja

con I'(x) = [,° dzz*~'e™*, y x = kp. Otras soluciones

linearmente independiente son las funciones de
Neumann:

Jo(x)cos(vm) — J_,(x)

Ny (x) = sin(vm)

\
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1.4.2- Cilindricas: Cilindro.
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e Como ejemplo consideremos un cilindro con ¢ = 0,
excepto en z = L, donde ¢ = V(p, ¢).

z Magnetostatica

-/Q = V(p, ¢)
C o>

P




1.4.2- Cilindricas: Cilindro.

|

f
\

[ Electiostética
¢ Las condiciones de borde conducen a: Magnetostatica
Q(¢) = Asin(m¢) + Bcos(mg), me Z*.  (25)
Z(z) = sin(kz), (26)
R(p) = CJm(kp) + D Ni(kp) (27)

e D = 0 porque J_(kp) diverge con p — 0.
e De ®(p = a) =0, tenemos Jn(ka) = 0, k = Kmn = Xmn/ a,
donde 10s Xy son las raices de Jpn(Xmn) = 0.



1.4.2- Cilindricas: Cilindro.
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e La forma general de la solucion es entonces

Magnetostatica

®(p,6,2) = > > Jm(kmnp) sinh(2)

m=0 n=1

(Amn sin(m¢) + Bm,cos(mg)). (28)
e Con la condicion de borde en z = L, se puede despejar

los Amn Y Bmn usando analisis de Fourier, y también con la
orthonormalidad de las funciones de Bessel,

a &
/O Ippdy (o) ) (i /2) = 511 (o) P



1.4.3- Esféricas.

e En coordenadas esféricas,

120 1 0 g0\ 1 1 20
2 — i - J— _— =
Vi =5 T rsin() 96 (S'”(‘)) 80)+r2 sin(6) 92

o Siponemos ¢ = YP(6)Q(¢),

10d%Q 5 ;
aw = —m*, con m € R por determinar.
e Enr,
a?U  I(I+1) .
oz U =0, con /(/+ 1) € R por determinar,

y cuya solucién es

U(r) = Ar't' + Br='.
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1.4.3- Esféricas: Polinomios de Legendre

e Luego de la separacion de variables, la ecuacién en ¢ es:

;([(1-%)3’;}—1—[/(/4—1)—1,172)(2

donde x = cos(#), y cuya soluciones P se escriben en
términos de las funciones asociadas de Legrende,

P=0,

d™Py(x)
m _(_1\M(1{ _ y2\m/2 /
PP(x) = (~1)7(1 = x?)"2 =2
y de los polinomios de Legrendre,
1 d(x2-1)
PO = o — g

e Enelintervalo x € [-1,1], los {P)(x)}°,, | € Z*, forman
un conjunto ortonormal,

x=1 2
Py (x)P = — . 29
/X:_1 1 (X)Pi(x) o1 1% (29)
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1.4.3- Armonicos Esféricos.

N
T\\z

Si se buscan soluciones regulares en todo R3, es
necesario que / € Z* para que Pj(x) sea finita en el
intervalo —1 < x < 1, y también que
m=—l—(—-1),---,0,--- ,(I—-1),1.

En este caso, es usual juntar las dependencias en 0y ¢ Magnetostatica
introduciendo los armonicos esféricos:

"\

A
«
&

2/ +1(I— m)!

I (5 m) P"(cos(6))e™?.

Yim(0,¢) =

Orthonormalidad:
2m T
/ d / SiN(0)dOY; g (6, 8) Yim(6, &) = 616, (30)
0 0

Completitud:

m=

S S Vi (0.6) Vinl8,6) = 66 )5(c05(6) —cos(#).
=0 m=—1/
1)



1.4.3- Arménicos Esféricos.
e Los armdnicos esféricos cumplen también el Teorema de
Adicién (ver Jackson 3.6):

/
Py(cos(7)) = =3 Vil0 ) Yim(0.0), (32)
m=—1

2/ +

donde v es el angulo subtendido entre % y X,
cos(y) = cos(8) cos(0’) + sin(6) sin(8’) cos(¢p — ¢').

2
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

e Consideremos una punta conica en un conductor. Como
no hay dependencia en ¢, buscamos soluciones de
Laplace cuya dependencia en 6 sea del tipo Pj(cos(f)).
Pero no buscamos soluciones regulares en R3, sino que
solo en 6 € [0, 3], y el indice de los polinomios de
Legendre no es necesariamente un entero. Para
distinguirlo de /, que se subentiende es entero,
cambiamos de notacion con [ — v.
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

o Para evitar divergencia en el origen, las soluciones son del
tipo,
o(r,0) = Ar”P,(cos(8)),
y como 6 € [0, 5], v puede ser cualquier real positivo'.

¢ Usando la condicion de borde, pedimos P, (cos(8)) = 0,
con infinitas soluciones {vx}3°,,

= o(r,0) = iAkr”k P, (cos(9)).
k=0

siv < 0, P, diverge en 0

\l
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

e Cerca del vértice, cuando r — 0, domina la potencia mas
chica de rx, y

®(r,0) = Ar' P, (cos(6)).

¢ Una aproximacion del campo eléctrico cerca de una punta
es entonces
10¢ L
Ey = ——— = Ar’ 'sin(9) P/ (cos(6
D=~ (6)P; (cos(9),
y vemos que si 8 € [r/2, ], las cargas se acumulan en la
punta (donde, técnicamente, divergen, en esta
formulacion con una punta infinitamente aguda).
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1.5- Expansion de Legendre del potencial de una carga
puntual.
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o El potencial debido a una carga puntual ¢’ = 4we, en X’ se
puede ecribir

1 > _
T > (A,r’ + Bir (’“)) P,(cos(7)).
1=0

(---) eligiendo X o X', se pueden identificar los
coeficientes, y (---) =
1 1

i
(e
w1 7 () Aot

=0 \'7~



1.5- Expansion de Legendre del potencial de una carga

puntual.

e Applicando el teorema de adicion,

[IX = %] X’II

) Z T ,H Y6, ) Yin(6.0)
o (33)
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Ejemplo.

e Partimos con un ejemplo: el caso de la funcién de Green
con un borde esférico en r = a (Eq. 18),

1 a
X=X rx — &%)

G(%, %) =

e Aplicamos Eq. 33 a ambos términos:

oo m=| 1 r/ 1 a2 I+1
> oon <
G(X7x’)—47rz Z 2141 |/~ a (rr1> 1
1=0 m=—1

Yin(0',6")Yim(0, 6).  (34)
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Caso
general.

e En general, demostraremos (ver catedra) que G(X, X') se
puede expandir como

co m=I/
GX.X)=4ry > g(r,r)Yi(0'.¢') Yin(0,9),  (35)
I=0 m=—1
con
d? I+ 1 4
ﬁﬁ(rg,(r, r')) — ( 2 )Q/(", r') = —75("— r'), (36)
que tiene soluciones
Arl + Br-(H1)  sir <,
g/(r7 r/) = {Alr/ + B/r*(l+1) S| r> I". (37)

Los coeficientes A, B, A’, B' se determinan con las
condiciones de borde, el requerimiento de que g, sea
simétrico, y las discontinuidades implicadas por la § en
V2G = —4715(X — X').

)
l

e
NN
e

Magnetostatica



1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Ejemplo, dos

esféras concéntricas.

Aplicamos al caso del volumen encerrado entre dos
esféras concéntricas, con radios a < b.

Para que se anule G en los bordes, pedimos
gi(r=a,r'y=0,y gi(r=b,r') = 0. Concluimos que los
coeficientes en Eq. 37 cumple B/A = —&?'t1y

B//A/ — _b2l+1 .
Para que gi(r,r') = gi(r', r), escribimos:
2+ p2l+1
rrY=AA [rl == — | [l - =——|.
9(r.r) = A4 ( <7 >
Para calcular C, integramos frr,,j: xEq. 36:
C = —an/{(21+1) (L1 - &41)}.
La solucion es entonces
pRH+1 )
ri

~C
I , at /
Gx.x)=> > C S
<

1=0 m=—1

Y0, Yim(6,¢). (38)
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green:
Aplicaciones.

'/Zéi\
A
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Magnetostatica

Hay dos aplicaciones en Jackson 3.10:
¢ Anillo cargado dentro de una esféra hueca, conectada a
tierra.
¢ Linea uniforme cargada dentro de una esféra hueca,
conectada a tierra.



1.5- Expansion de G en auto-funciones.

e En general, una ecuacion del tipo
VEG(X) + [f(X) + Alv(X) = 0,

solo tiene soluciones en un volumen V, que cumplan
condiciones de borde en la superficie S, para ciertos
valores {\,}, llamados autovalores. Las correspondientes
soluciones {vn} son las auto-funciones.

¢ Resulta que

/v xR n(R) = S

e Si buscamos soluciones de

V2G(X, %) + [f(X) + \|G(¥, ¥') = —4n6(% — X'),  (39)

con A ¢ {\,}, expandimos

G(X,X') = Zan()_{/)djn()?) (40)
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1.5- Expansion de G en auto-funciones.

e Substitucion de Eq. 40 en Eqg. 39 da
Z an(X")(A = An)in(X) = —4md(X — X'). (41)
n
e Tomamos [, d®*xi,(X’) x Eq. 41, para concluir que

am(X') = 4ri (X)) (Am — ).

e Finalmente,

G(X,X') =4r > 71”3&7)1”;(’? ) (42)
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1.5- Expansion de G en auto-funciones: Ejemplo.

N
T\\z

‘|\

A
«
&

e Busguemos la funcién de Green para un problema con
bordes rectangulares, de lados a, b, y c.

e Queremos resolver Poisson, entonces f(X) =0,y A = 0.
e La ecuacion para autovalores es

Magnetostatica

V29 + k21py = 0,

e Para el rectangulo se tiene, por separacién de variables,
que los autovalores son

I2 m2 n2
2 2 2
ank,ngTF (32++02>7

y las autofunciones son

Y ~ Yimn = \/gsin (T) sin (?) sin (nch) .



1.5- Expansion de G en auto-funciones: Ejemplo.

\

S\
f

° UsamOS Eq 42 con A =0: Magnetostatica

- 32 1 . (Irx\ . [Inx
G(X,X') = — s P — 7 {sm <a) sin ( ~ >

I,m,n @ +twete

sin (?) sin (mzy’) sin (HLCZ) sin (m;z’)] (43)

e Tarea: Aplicar esta funcion de Green al problema de
Sec. 1, y confirmar que se obtiene el mismo ¢(X) que por
separacion de variables.
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1.6.1- Momentos multipolares

o Consideramos una distribucién de cargas p(X) confinadas
dentro de una esfera de radio r.

e El potencial en r > R se puede expandir:

| o AT Yin(0,9)
¢(r797¢)=mzz L (44)
=0 m=—1

e Los g, son los momentos multipolares.

A
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1.6.1- Momentos multipolares

e Para calcular los g, dada p(X) sustituimos Ec. 33,

1 U 1 rl< * / /
- 2 st i 9) im0 )

1=0 m=—1 >

donde r- (r.) es el mayor (menor) de ry r’, en Ec. 3,

1 / 3y (3!
a’x' p(X)——=—,
o p(X') H

) 1
*N) =77 X — %

y comparamos con Ec. 44.
e Concluimos que

G = / Y (0, 6)(r) p(R) X (45)

|
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1.6.2- Campo dipolar eléctrico

e Escribimos los primeros q;, en coordenadas cartesianas
usando que Yoo = 1/V4ry Yio = /2 cos(f) y

Vit = —/& sin(0) exp(io):
1

= —q, 46
Qoo 47TC7 (46)
/3 ,
q1 = - 87(Px—’Py)» (47)
/3
Qo = Epz’ (48)

enque p = [ X'p(X')d®x’ es el momento dipolar eléctrico.

e tarea: recuperar la expansion hasta / = 1, escrita en
cartesianas, usando la expansién de (1/|X — X’|) a orden
tenr/r.

)
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1.6.2- Campo dipolar eléctrico

=
NN
)

\ "
IOV
e A orden 1, o bien para un dipolo g = pz, Blectostitca
Magnetostatica
2pcos(0)
E, = —~ 49
r \/4?%[’3 b ( )
2psin(0)
Ey, = ————° 50
6 47T60r3 ) ( )
E, = 0 (51)

e En general, para un dipolo p ubicado en x.,

-\ 3A(B-A)—

54
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

Consideramos un medio compuesto por un continuo de
atomos o moléculas, con K especies. La aplicaciéon de un
campo externo distorciona estos constituyentes, y desplaza las
cargas de manera que cada especie adquiere un momento
dipolar eléctrico g;.

¢ Definimos el campo de polarizacion eléctrica:

P(X) =" m(X)(B),

i=1
en que n;(X) es la densidad de nimero de la especie i, y

(p;) es el promedio de p; en un volumen microscdpico
centrado en X.
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

e El potencial §¢(X) debido a un elemento de volumen §)’
en X’ es entonces
. 1 p(X)0V 1 VP (¥—X)
0P(X) = = S
(x) e, |X = X'|  4dmes |X — X'|

e Sumando en todo el espacio,

v 1 3,/ P()?/) =1 AR v A 1
= ——=- + P(X") - — ;
*(x 47e, /de X {|x—x’ +PX)-V |X — X/| y

By o -V PE

| = =

X —X|

e En un dieléctrico el campo de polarizacion induce unas
cargas efectivas de polarizacion, pp = =V - P.

Zii
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

Z,

=

)

e En un dieléctrico tenemos entonces que

— ‘\‘\:;’/ i\ N~
- /(QE/J“\\
V-E=—lp+pel. (54)
’ Cceorosioa
e Con la introduccién del campo vectorial Desplazamiento Magnetostatica
Eléctrico, . L
D=¢E+P, (55)
tenemos =
V-D=p. (56)

e Para un medio lineal, la respuesta en el campo de
polarizacion bajo la influencia del campo externo es lineal,

P = eoXeE7 donde . es la suceptibilidad eléctrica. (57)

e En un medio lineal tenemos una relacidon consitutiva entre
Dy E:
D=¢E, cone=¢e,[1+ xel (58)
e ¢ es la permitividad eléctrica del medio, y €/¢, es su
constante dieléctrica.



1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

e Siees uniforme, entonces V-D=p < V-E=p/e,y
toda la maquinaria vista en Secs. 1 a 5 es aplicable.

e Si hay variaciones de ¢(X), hay que proceder caso por
caso. En particular, en el caso de discontinuidades entre 2
medios, tenemos las condiciones de borde:

- =

{E@-@)-fhz:ff +—— V-D=p,y

A, L (59)
EQ—E1)><I’712:O,<—VXE:O,

donde 4 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al
2.

e Tarea: Ejemplos en Jackson 4.4.
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1.7.2- Modelos para la suceptibilidad eléctrica

e La polarizacién molecular, i.e. los dipolos électricos
inducidos en una coleccion de atomos o moleculas,
pueden resultar de
© el campo aplicado distorciona la distribucion de cargas y
produce un dipolo inducido,

»
2

NN
)
\?\\i

‘If

A
=

1

Magnetostatica

@® el campo aplicado tiende a alinear la orientacién de dipolos
eléctricos permanentes.

e Para el estimar el dipolo inducido, consideramos un
modelo de oscilador armoénico, en el que el
desplazamiento en equilibrio es dy, de manera que
pj = €j0x = e]?E/(m,-w,-) para cada carga j en una
molécula.

e Introducimos la polarizabilidad molecular v con p = eofyé,
de manera que

i

7= Z 2
] eom,wj

¢ Interesantemente, la inclusion de la agitacion térmica no
cambio este resultado (ver demo en clase).

(60)



1.7.2- Modelos para la suceptibilidad eléctrica

e Si existen dipolos permanentes g, la aplicacion de un

campo externo . entrega energia electrostatica al dipolo
W, = [ d®xp®e, en que p describe las cargas del dipolo.

¢ Si el dipolo es pequefo en comparacién con la escala de

variacion de ¢, el termino dominante es lineal, y

e Una aplicacion de estadistica de Boltzmann da que

_pE

para un campo externo Ee 2,y si 25 < 1.
e En resumen, sumando las dos contribuciones, dipolo

inducido y alineacién,

Wp:_ﬁ'é.

e’E

€0 Mw?

1 P2
2¢. kKT

(61)

(63)
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1.7.3- Energia en dieléctricos

e La auto energia almacenada en un dieléctrico se puede
estimar sumando los trabajos necesarios para cada
pequeno arreglo de cargas dp:

SW = [ spd(X)d®x.
RS
e ConV-D=p,sellegaa
SW= [ (E-sD)dx.
R3

e Para un medio lineal, concluimos que

W= % / d®*xE - D. (64)

e Recuperamos el resultado para la autoenergia de una
distribucion de cargas,

W= % / d®xpd. (65)
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1.7.3- Energia en dieléctricos ()
e Ejemplo: calcular el cambio de energia al introducir un g\\(zég\%

dieléctrico con volumen V., en presencia de un campo
eléctrico E cuyas fuentes permanecen fijas en el espacio.
e En la configuracion inicial, sin dieléctrico,
W, = [, 3E, - D.d®x, mientras que con dieléctrico, Megretostitica
tenemos W = [, 1E - Dd®x.
e Para un medio lineal, y entiendo que las fuentes p
permanecen fijas de manera que V - D-v-D,=0,la
diferencia de energia W = W; — W, se puede escribir

1 -
W=—— P.E.d%x.
2 Jy..
e La densidad de energia del diélectrico, en estado caso
particular con fuentes fijas, se puede escribir

1. -
w—fEP'EO,

W
7/

Q/

que es reminicente de Ec. 61.
e |La fuerza implicada en desplazimiento parametrizado por

¢ seria entonces F; = — %‘o’ con fuentes Q fijas.
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

¢ Introducimos los efectos magnéticos acorde al desarrollo
histérico, dejando pendiente la unificacion relativista con

el campo eléctrico.

Experimentalmente, se observa que existen un campo B,
llamado campo magnético, que interactla con corrientes
de cargas de manera que el elto de fuerza dF que actla
en un elto de circuito d/ con corriente /; es

dF = I(dl x B). (66)

(esta fuerza es el analogo a la fuerza de Lorentz,
F = qv x B, desarrollada posteriormente).

A su vez, B también es generado por corrientes, de
manera que un elto de circuito dk con corriene k induce
un campo

oB(%) = ki d’f %X,

donde k = 4= = 10~"NA~2 en SI, mientras que k = 1/c
en CGS. Esta es la ley de Biot & Savart.

)
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

e Relacionamos la corriente eléctrica con un campo

\\\i///

N
\z

A

l

densidad de corriente J(X) = p(X)V(X), tal que la e
intensidad de corriente que cruza una superficie S es AR
L Magnetostética
I = / J-dS.
S

e Conservacién de carga eléctrica implica que

adp = =
— -J=0
at+V )

y en el caso estatico V - J = 0.

(67)

e Poniendo d®x’ ~ dS - dI, la ley de Biot & Savart se puede
escribir de una manera mas general,

. o - X —X
B(X) = 2‘7 5 Bx'I(X) x FES e (68)



2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

)
i

e Podemos reescribir Ec. 68:

|

\

{

2, Ho =, j()?‘/) Electrostatica
B) = oV [ o (69)

y de esa forma resulta evidentemente que .

e Tomando el rotor de Ec. 69, y para el caso estacionario
conV-J =0, llegamos a la Ley de Ampére:

V x B = pod. (70)

¢ Aplicando el Teorema de Stokes podemos escribir Eq. 70
en forma integral:

/d7~§:uol. (71)
g



2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

AA
e

Electrostatica

« Por otro lado, usando la densidad de corriente J podemos T
reescribir la fuerza magnética Ec. 66:

ﬁ:/ﬁﬁ:/hmﬁxm:/ﬂmxé@w%.(m)

e Similarmente, el torque total es

—

N:/?xﬂx@fx (73)
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2.2-Potencial Vector

A\
En ausencia de corrientes, V x B= 0,y podemos N7/ NN
_ N7
introducir un potenCIal escalar magnético B V. { \J/
Junto con V- B =0 llegamos a Laplace, i.e. igual a -
electrostatica. _E'“"“‘a"“

Otra forma de solucién, mas general, es introducir el
potencial vector B=V x A

‘X &x+vm) (74)
donde V(X) refleja la libertad de gauge en la definicién
de A.

Si elegimos el gauge de Coulomb, con ﬁaﬁ()‘(’) =0,
entonces V - A = 0 en estado estacionario (porque

V- (f d®x'J/(|x — x’|)) =0yaque V- J(X') = 0).

En el gauge de Coulomb, con validez general en
magnetostatica, llegamos a V2A = —lod, 0 sea Poisson.



2.2-Potencial Vector

e Ejemplo: campo generado por un anillo de corriente de
radio a.

e La densidad de corriente es

J = —Jysin(¢)X + J, cos()7,

con J, = Isin(6)d(cos(0))o(r — a)/a.
¢ El potencial vector es azimuthal, con

Ty G —
’ 4 Jo (& + r2 — 2arsin() cos(¢’))"/?
e Siakr,
. pomrsin(0)
Ay(r,0) ~ m7 (75)
y

to _COS(0)
B~ —m
T or r

B, ~ o msm(e)

4 r3

donde m = rla®.  (76)
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

« Consideramos el caso en que J(X') esta confinado al
interior de una esfera de radio R, y evaluamos A lejos en

r>R.
« Expandimos a primer orden 7y ~ o + X - X'|X[°, de
manera que
A Ho 1 S\ A3V 2 / ¥\ A3y’
i~ — | = [ J(X)AEX + == [ X)X d°X + -

monopolo dipolo

(77)

 Se demuestra en magnetostatica que [ J;j(X')d®x’ =0
(ver catedra). Por lo tanto el monopolo es nulo.
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

o También se tiene que [(x/J; + x/J;)d®x" = 0 (ver catedra),
con lo que se puede escribir

\\\i///

N
\z

A

l

N
(S
;4()?) == %%, (78) Electrostatica
[ Magnetostatica
¢ Donde hemos (re)definido el momento magnético

m= % / X' x J(®)d®x'. (79)
e La densidad de momento magnético es la magnetizacion,

M(X') = %)? x J(X'). (80)
¢ Siintegramos a lo largo de un circuito,

:é%zxcﬁ, (81)

y para un circuito plano, como 1§|)‘(' x dl| = dA,
recuperamos |m| = IA.

=1



2.3-Distribucion localizada de corrientes

\\\L/ég
\‘ 1
J@%

e Para una distribucién discreta de N cargas,

Electrostatica

- N [ Magnetostétioa
J(X) = QaVid (X — Xa), (82)
a=1
y
L1 L
m= ga(Xa X Va)

e Recordando que el momentum angular de una particula
es Ly = My(X, x V), y si las particulas tienen igual razén
carga a masa,

o e -



2.3-Distribucion localizada de corrientes

e Para calcular el campo magnético del dipolo, tomamos
rotor de Ec. 78, para llegar a

= 3n(h-m)—m
Bx) = 4w{ RE ]

donde n = X/|X|.

(84)
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2.4-Energia de una distribucion local de corrientes

e Seguimos con una distribucion local de corrientes,
confinada al interior de una esfera de radio R. Si el campo
externo B(X) varia lentamente en la escala R, podemos
expandir

B(%) = B(0) + (X - V)B o (85)

¢ \olviendo a la fuerza sobre una distribucién de cargas, de
F = [ J(X) x B(X)d®x (Ec. 72) tenemos (ver catedra) que
F=v(m-B). (86)

e Vemos que F deriva de un gradiente, y asociamos una
energia potencial a la distribucion local de cargas,

U=-m-B. (87)
o Para el torque total, evaluamos Ec. 73,
N = m x B(0). (88)

Z,
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

¢ Introducimos la densidad dipolar magnética, o
magnetizacion,

para K especies.

llegamos a

e Sumando la contribucién de cada elto de volumen,

A(R)

_ B
47

A

(%)

J(X)

A_/',-*/ % _ %
| W) (% - %)

/7%

¢ Usando los tipicos trucos, llegamos a

_ Ho
47

|X

/ [J()?') +V x M(ﬂ)}
3

X — X

(M), (89)
—5 ] d®x’.  (90)
a3x’. (91)

o La magnetizacion M induce una densidad de corriente

efectiva

jMZﬁXM.

(92)

l
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

by

%

>>)i;£///
g

e Con las corrientes de magnetizacion, la Ley de Ampeére
Ec. 70 se modifica:

Electrostatica

V x B=po(J+V x M).

(93)
e Introducimos un nuevo campo H:
-8 _m (94)
Ho

e Con H, las ecuaciones de magnetostatica en medios

materiales son: oL
H:
teiald (95)
V-B=0.



2.5-Ecuaciones macroscopicas
e Para completar la descripcion matematica de
magnetostatica, necesitamos relacionar By H. Si para
campos débiles tenemos B o« M, vemos que B = pH.

e Para campos intensos, o para materiales ferromagnéticos,

tenemos el caso general B = f(H).
e Para materiales ferromagnéticos, existe una curva de
histéresis.
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

e En presencia de una discontinuidad en y, como en la

interfaz entre dos medios, las ecuaciones de
magnetostatica dan:

§2—§1)-ﬁ12:0,<—§-§:0,y (96)
H2-FI1)Xh12:R, — ﬁxl:":j,

donde 4 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al
2.

by
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2.6-Problemas con condiciones de borde en magnetostatica

e En general, para resolver problemas con condiciones de
bordes dadas (por ejemplo en el potencial vector),
podemos aplicar lo visto en Sec. 2 a medios materiales.
ConV x H=J,B=uH,y B=V x A, llegamos a

e SiJ =0, entonces V

X
H=-V¢y.ConV-B
llegamos a V2¢y = 0.

—

V2A = —J.

—

H = 0, y podemos escribir
= 0, y para medios lineales,

(97)
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2.6-Problemas con condiciones de borde en magnetostatica

e SiJ=0, y M es fijo (i.e. para un medio ferromagnético en

campos débiles, 0 sea no para medios lineales), ponemos
H=—-Vop.

S
\\z

i

g

e ConV-B=0,yB= uo(Fl + I\7I), tenemos VZpy = —pm, Electrostatica
con py == —V - M.

e Las soluciones son entonces

S 1 [V M
¢M(X) - _E f)(m)dsxl.

¢ Un manejo estandard da

om(X) = —4176 /

o Lejos de la regién con M, ¢u(X) ~ — =V (1) - [ M(¥')dPx,

M(X'
— (X) aex’.
X — X'|

y

St
1

dm(X) = Anrs
¢ Ejemplo: Esfera uniformemente magnetizada (ver aux, Sec.
5.10, 5.11 Jackson)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

e Para estimar la energia almacenada en un sistema de
corrientes necesitamos considerar el periodo transiente,

Electrostatica

desde la ausencia inicial de corrientes hasta el arreglo [
final.

e En electrostatica la construccion de un arreglo de cargas
se puede conseguir cuasiestaticamente. Pero en
magnetismo, al cambiar las corrientes y los campos
magnéticos aparece una fuerza electromotriz (fem) que se
opone al cambio,

5:7512".517, (98)

donde integramos a lo largo de un circuito, en el cual las
cargas sienten una fuerza qI::’. Usamos las primas para
indicar que es la fuerza aplicada en el sistema del circuito
en desplazamiento.



2.7-Induccion y Energia Magnética

\\@L
S

Electrostatica

o Los experimentos de Faraday muestran que | Magnetostatca
aF
&= —kE, (99)

donde F es el flujo magnético que permea el circuito,
F:/é-dz\’, (100)
S

y k es una constante.



2.7-Induccion y Energia Magnética

Z,

=

)

|

Veamos que k = 1 en S.I. usando relatividad (Galileana

suficiente). 7(0@7/}\;?
Si consideramos un circuito en translacién uniforme con -
velocidad v, escribimos (ver catedra) que Electrostética
S [ Magnetostética
dF oB | - =N o
= Am-dA+7§c(va).d/. (101)

Aplicando Ec. 99,

%[E"-k(vxé)} di = —k/ %-di (102)
A

Similarmente, en el sistema Lab., podemos escribir Ec. 99,
en un circuito cerrado instantanemeante coincidente con

C: .
741?0/7: —k/ 98 41 (103)
4 Ot

Concluimos E’ = k(V x B) + E, y comparando con la
Fuerza de Lorentz, identificamos k = 1 en S.I.



2.7-Induccion y Energia Magnética

A
7S/

Electrostatica

e Tenemos entonces la ley de Faraday, [ Magnetostatica
dF
==, 104
g o (104)

¢ En forma diferencial (aplicar a un circuito fijo pero
arbitrario), se llega a (ver catedra),

VxE+ = =0. (105)



2.7-Induccidn y Energia Magnética

e Para escribir la energia almacenada en levantar un
arreglo de corrientes, consideramos el trabajo necesario
para compensar las fuerzas electromagnéticas inducidas
(es decir no consideramos pérdidas Ohmicas).

¢ La potencia ejercida por las fuerza electromotrices
inducidas F es vV - F = qv - E'.

¢ La potencia total ejercida sobre todas las cargas en un
circuito es entonces

/ (pd®xv - E':/d3XJ~E’ :%dT- E' =
R%

e Entonces, la potencia necesaria para compensar las
fuerzas electromotrices es entonces

dw oF

o El trabajo requerido para compensar un cambio de flujo
0F es,
oW =I6F (107)

y si el circuito se mantiene fijo, SW =/ [ 6B - d.A.

M)
J
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=
=
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2.7-Induccion y Energia Magnética

e Usando Stokesy B =V x A,
5W=/f52\.d7. (108)

¢ Si el circuito tiene seccion Ac, con | = JAc y
d®x = Ao x dl, pasamos a una integral de volumen,

SW= /d3xj - SA. (109)
e Usamos ahora la Ley de Ampere VxH=4d,
6W:/d3xFl-6§. (110)

e Para un medio lineal, B = puH,y H- 6B = %5(Fl~ B).
e Llegamos a
/d3xFl~§. (111)

i
— Y\:j

=2
f
q
=

Electrostatica



2.7-Induccion y Energia Magnética

e Podemos relacionar la energia magnética con las

corrientes en un arreglo de N circuitos. Usamos Ec. 108

SW=1§5A- dl, y recordamos que

G Mo [ J(F) 5
AN =4 | T3
paraverque A J,y J-0A=16J-A
o Entonces, W =1 [ J- Ad®x,

by

%

>>)i;£///
g
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(112)



2.7-Induccion y Energia Magnética

e Separamos la integral en Ec. 95 en una sumatoria sobre
los circuitos,

" v J(%) - J(X))
_ Mo 3,. 3 / ]
DM EWERE =
i=1 j=1

e A su vez, separamos las sumatorias en los casos i =y
i # j, para llegar a

2}F+§:MM,

i.J,i#f
donde

J(xi) - J(X7) J

J%) - %)
M = Il/ﬁm/&; ’_w : (115)
X — X]|

(113)
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e También podemos llegar a Ec. 113 considerando que el
flujo que permea el circuito i debe ser proporcional a las

corrientes:
Fi=Lili+> Myl
J#i
e Vimos que dW; = [;F; (Ec. 107), entonces

SW; = LSl + Yy Myl
i#]
e integrando llegamos a Ec. 113.

(116)

by

%

>>)i;£///
g

Electrostatica



	
	Electrostática
	Magnetostática


