Parte 1
Electrostatica, Magnetostatica
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Electrostatica

1.1. Campo y potencial eléctricos
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Campo eléctrico debido a IV cargas
(D

N_._»
me
|7 — Z|
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47T€o ,
= Campo eléctrico debido a distribucién continua de cargas
~ 1 (& —12")
E(Z) = o' p(T) i 2
@ = e [ @) @
» Tenemos que £ = —V(P), donde ® es el potencial eléctrico debido a distri-
bucién continua de cargas
1 1
O(7) = ) () Pr— 3
@ = o [ O = ®
= Ley de Gauss, forma diferencial:
v.-E=". %)
€o
&)

= Con E = —V/(®) llegamos a la ecuacién de Poisson
v =L,

€o

Aplicando Ec.[5]a una carga puntual obtenemos una representacion de la delta
(6)

de Dirac: .
VQ (ﬁ) = —4W(5(f— f/)
|7 — 2]

Energia Potencial

1.2.
= La fuerza eléctrica ' = qE es conservativa, con lo que el trabajo que ejerce
se relaciona con una diferencia de energia potencial:
fB) — q)(fA)) = —ACI)AB = —AUAB

Wap = —q(®(
Es usual tomar la referencia de potencial en infinito
Definimos la energia de interaccion entre /N cargas como el trabajo necesario
para construir el sistema de cargas trayendolas una por una desde infinito

- quz & —]fju
7 1<t
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En el caso continuo,
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1.1.2- Densidad de energia eléctrica

» Usando la Ec. de Poisson, Ec.[5] tenemos que la energfa asociada a una distri-
bucidn de cargas Ec. 8| se puede escribir

U= —%@/w%d% = %"/H%H?d% = gfuﬁlﬁd%

= = densidad de energia u = % || E||?, que calza con la densidad de energia aso-

ciada al campo E en la ecuacién de continuidad para la densidad de energia.
= Ojo: densidad de energia es definida positiva, mientras que la energia de inter-
accion entre dos cargas con signos opuestos en negativa!

1.1.2- Auto-energias

= = distinguir entre energia de interaccion para cargas discretas y para distribu-
ciones. La version discreta ignora el detalle de la energia asociada a la carga
puntual en si: si fuese una esféra llena, tendria una energia de interaccion ‘in-
terna’, i.e. una ‘auto-energia’.

= Ejemplo: aplicar U = § [ p®d*z a dos cargas puntuales ¢; y go.

= = Energia potencial de ‘ligazén’ entre /N cargas es distinta a la energia total
almacenada en el campo E.

1.1.2- Condensadores

= Condensador = configuracién de N conductores, con cargas totales {Q;} y
potenciales {V;}, sometidos mutuamente a sus campos eléctricos.
= Por el teorema de superposicion, i.e. por linearidad de la ley de Gauss,

Qi=>» CyVi ©)
J

donde los C;; son las capacidades del sistema de condensadores.

= Laenergia potencial de interaccidn entre todos los conductores es, segin Ec.

1y 1
U=3 /d p(F)2(T) = 3 Zi:%d&aivi

DTS PIA AN
i ij

donde S, representa la superficie de cada conductor.

= Podemos confirmar aqui que esta expresion da correctamente la energia total
de interaccion al considerar la energia necesaria para cargar los condensado-
res. Por ejemplo, en el caso del condensador mas simple, con 2 conductores,
@ = C'V y la energia necesaria para cargarlo es

U—/dU—/QV’dQ’— 1Q2—1QV
N —Jo 20 2%




1.3. Teorema de Green
1.1.3- Identidades de Green

= La especificacion de p en todo el espacio es suficiente para determinar . Sin
embargo, hay situaciones en las que se especifican condiciones de borde en
®, como en el caso de los condensadores. Para estos casos es mas conveniente
usar el teorema de Green, que tratar de identificar el detalle de p(Z).

= |Identidad de Green, para dos campos escalares W'y :

- - v
/(cpv?\p + Vo - VU dPr = f{ @%dA, (11)
V A
donde .
— =VVU ..
o VU .-n
m Teorema de Green:
v d
/(q>v2xp —UV2P)dPxr = ]{ (@% — \pg—n) dA. (12)
V A

1.1.3- Aplicacion del teorema de Green en Electrostatica

= Aplicamos el teorema de Green Ec. 12| con V(7") = m, en que 7’ es la
variable de integracion, y con el potencial eléctrico ®(2”):

1 .
AT D (T~ T) + — = p(ff)}dd -
/{ E= O+ F =7

a( 1 ) 1 a¢} ,
o dA’.
7{4{ =)  |&—a]on

= Si el punto de observacién ¥ queda dentro de V,

— ]' p(f/) 3 ./
o = d
(7) 4mo/,,||f—ffu T
1 1 810 0 1
—h T e (= )|aA. (3
47r7ﬂ||f—f/uan' an'(nf—f'n)] A- (13

= Vemos que el teorema de Green requiere especificar ®(Z’) y su gradiente en
la superficie, 2 a -. Sin embargo, el experimento nos dice que para determinar
el potencial encerrado entre conductores, como en un condensador, basta con
especificar las diferencias de potenciales.
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1.1.3- Condiciones de borde

= Vamos a aislar 2 tipos de condiciones de borde:
e Especifar Q)( ') en A = “Dirichlet”.
e Especifar 22 en A = “Neumann”

= Podemos demostrar que las soluciones de la Ec. de Poisson es unica, para cada
una de estas condiciones de bordes. Por lo tanto, la Ec. [13|no es solucién de
la Ec. de Poisson, al permitir la especificacion de los dos tipos de condiciones
de bordes.

= Solucionamos esta inconsistencia con una generalizacion de Ec. [13| usando
“Funciones de Green”.

1.1.3- Solucion formal con funciones de Green

» Definimos la funcién de Green con

1

@ =F—z*

F(z, 1), (14)

donde pedimos que V2F = ( dentro de V.
= Volvemos a aplicar el teorema de Green, Ec. |12} con ¥(7') = G(Z, "), y con
el potencial eléctrico ®(7"):

1

Are,

B(F) = /V o(T)G(F, &)+

1
47

N ,
) [G( )5 — 0o G(F, 7 )} dA'. (15)

» Para Dirichlet, pedimos Gp(Z,7") = 0si &’ € A:

1

Are,

B(F) = /V (7)o (7, 7 )d’

1 0 ,
- = <I>8—nGD( VA, (16)

Tarea: Demostrar que Gp(Z, ') = Gp(2', Z) (ver Jackson 1.10)

= Para Neumann, pedimos Gy (%, ') = () 4 si & € A:

-\ 1 —/ = =\ 33 ./
@@w—@u+4mMmeammex

1 d — /
+ GNa—cb( #)dA. (17)

A2
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1.1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

= Queremos encontrar ¢ () al exterior de una esfera de radio a, dado la distri-
bucion de potencial sobre la esfera.

» El metédo de imdgenes da ®(Z) en el caso de una esfera a tierra (P = 0), y
con una fuente puntal ¢; en un punto Z:

q1 1 q2 1
— — + — — 7
de, |2 — 71| 4Ame, || T — Zo|

O(7) =

- 2 . L.
donde 75, = ff—lfh (centramos la esfera en el origen y usamos coorenadas esféri-
cas),y q = —aqy/r;.

= Este potencial calza con los requisitos de la Funcion de Green para condicién
de borde Dirichlet, con ¢; = 4mwe, y & = Zy:

1
GE, &) = g — (18)
17— 2| HW—@Wmﬂ
F(@#)
2
y

Pasando a coordenadas esféricas, tenemos,

1 1

\/r2 + 12 — 21’ cos(7) \/TZ_TZI2 + a? — 2rr' cos(y)

donde es mas fécil ver que G(az,2’) = 0.
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1.4.

1.4.1.

Para usar el teorema de Green, también necesitamos

T’2—CL2

0Gp

_ 0Gp
on' o

or’

~ a(r? + a2 — 2ar cos(7))3/2’

r'=a r'=a

Ahora, usando Ec. tenemos el potencial en cualquier punto afuera de la

esféra (esta aplicacion supone que no hay cargas en el exterior de la esfera):

(7)) = 7{4 (0, )

 Adre,
a(r? — a?)

(r2 4+ a2 — 2ar cos(7y))?3/2

sin(6)d6'd¢’. (20)

Aplicacion: dos hemispherios con potencial +V' y —V.

Separacion de variables

Otra alternativa para determinar ® (%) es resolver la ecuacién de Poisson direc-
tamente. En casos con simetrias o geometrias simples, se puede hacer analiti-
camente usando la técnica de separacion de variables.

Por ejemplo, si las condiciones de bordes se definen sobre planos, es conve-
niente buscar soluciones con separacion de variables en coordenadas cartesia-
nas:

O(7) = X(2)Y (y)Z(2).

Condiciones de borde rectangulares

c=a (W
/ G-,

A7

18




Consideramos el problema descrito en la Fig., con ®(z = ¢) = V(x,y),
y ® = 0 en el resto de un rectingulo con lados a, b, ¢, y donde queremos
determinar @ en el interior del rectdngulo.

Vemos que la solucion de este problema se puede extender a un potencial
arbitrario en las 6 caras del cubo usando el teorema de superposicion.

Aplicando separacion de variables, vemos que funciones del tipo

O(7) = Z A, sin(ag,x) sin(B,y) sinh (v, 2), (21)

n,m

con o, = nw/a, By = nw/b, y Yum = m\/(n/a)? + (m/b)2, son soluciones
de V2® = 0 y cumplen con las condiciones de bordes en z, en y, y en z = 0.
La dltima condicién de borde ®(z = ¢) = V(z,y) se obtiene aplicando la
completitud en el analisis de Fourier,

4 b a
Ay sinh(Ym) = %/ dy/ dxV (z,y) sin(a,z) sin(5,y).
0 0

Como Ec. 21| cumple V?® = 0 y las condiciones de bordes tipo Dirichlet, es
la solucién unica.

1.4.2. Cilindricas

Simetria en z, o polares.

= Como ejemplo de condicién de borde en geometria cilindrica consideramos

un caso con simetria en z.

Y

g PP 102 10%0

o T ooy T rag

= La técnica de separacion de variables da:

O(p,¢) =V + > amp™™ sin(mnd/B).

m=1

19
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= En la vecindad del vértice, p — 0,y

®(p,¢) ~ V +ap™sin(r/B).
= El campo eléctrico normal a la superficie conductora es

B, — _%%‘I’ =~ cos(wo/ ),

y vemos que en el caso § > 7 las cargas se acumulan en la punta.

Caso general

= En general, en cilindricas

VQQ)—aZ_(I)_Fla_(I)_FiaQ_(I)_FaZ_@
S 0p*  pdp  prOogt 022

= Separando variables ® = R(p)Q(¢)Z(z), se llega a

VA
d2
def +°Q =0, (23)
d*?R 1dR v?

- k2 = 0. 24
dp2+pdp+( pQ)R ! G4

= Un tipo de soluciones para la parte radial son las funciones de Bessel:

o0

Tolw) = (:”/Z)VZ j!F((_UJ (x/2)%,

— j+v+1)

conI['(z) = [ dzz""'e™™, y & = kp. Otras soluciones linearmente indepen-
diente son las funciones de Neumann:

N, (z) = J,(x) cos(vm) — J_,,(x)'

sin(vm)

22
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Cilindro.

= Como ejemplo consideremos un cilindro con ¢ = 0, excepto en z = L, donde

®=V(p,9).
/6 = V(p, ¢)

>

m [as condiciones de borde conducen a:

Q(¢) = Asin(me) + Bcos(me), m € Z". (25)
Z(z) = sm(kz) (26)
R(p) = C Jpn(kp) + D Ny (kp) (27)

= D = 0 porque J_,,(kp) diverge con p — 0.
= De ®(p = a) = 0, tenemos J,,,(ka) = 0, k = kpy = Tyun/a, donde 10s x,,,
son las raices de J,, () = 0.

= [a forma general de la solucidn es entonces

ZZ‘]’“ mnp) sinh(2)

m=0 n=1

(A sin(me) + By, cos(mg)).  (28)

= Con la condicion de borde en z = L, se puede despejar los A,,,, y B,,, usan-
do anélisis de Fourier, y también con la orthonormalidad de las funciones de
Bessel,

2

/0 AP 100 0) Ty 0/ 0) = L () P

10
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1.4.3. Esféricas

= En coordenadas esféricas,

2
8@) 1 1 8@20.

T2 5in0) 062

1 d?
@dTg = —m?, con m € R por determinar.
= Enr,
d? (141
U_u+ )U =0, conl(l + 1) € R por determinar,
dr? 72

y cuya solucion es
U(r) = Ar'*' 4 Br—L.

Polinomios de Legendre

= Luego de la separacién de variables, la ecuacion en 6 es:

2

% {(1 —x%%} + {l(l+1) - 1m

— 12

[P0

donde = = cos(f), y cuya soluciones P se escriben en términos de las funcio-
nes asociadas de Legrende,

PP () = (—1)"(1 — 2ty

Y

y de los polinomios de Legrendre,

1 d'(z* - 1)
(=) = M drl
» En el intervalo z € [—1,1], los {P(2)}2, | € Z', forman un conjunto
ortonormal,
=1 9
Py(x)P(z) = o 29
/121 v (2)Pi(z) TR (29)

11
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Armonicos Esféricos.

= Si se buscan soluciones regulares en todo R3, es necesario que | € Z* para
que Pj(x) sea finita en el intervalo —1 < z < 1, y también que m = —I, —({—
1), ,0,--+, (L—1),1.

En este caso, es usual juntar las dependencias en 6 y ¢ introduciendo los
armonicos esféricos:

Yim(0, ¢) = \/zl i mﬂﬂm(COS(@))eim‘z’-

A7 (I 4+ m)!
Orthonormalidad:
27 T
/ dgb/ sm(@)d@Yle,(é’, QZS)YZm(Q,gb) == 5ll’6mm’7 (30)
0 0
Completitud:
oo m=l
DN Vi, 8)Yim(6,6) = 6(6 — ¢)é(cos(8) — cos(¢)).  (31)
=0 m=—1

Los armoénicos esféricos cumplen también el Teorema de Adicién (ver Jackson
3.6):

Py(cos(y

m(0'. )Y (0,9), (32)

donde 7 es el angulo subtendido entre 7 y T,

cos(7y) = cos(6) cos(8') + sin(8) sin(#") cos(¢p — ¢').

¥4

12
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Ejemplo: punta cénica.
= Consideremos una punta conica en un conductor. Como no hay dependencia
en ¢, buscamos soluciones de Laplace cuya dependencia en 6 sea del tipo
Pi(cos(f)). Pero no buscamos soluciones regulares en R?, sino que solo en
6 € [0, 0], y el indice de los polinomios de Legendre no es necesariamente
un entero. Para distinguirlo de [, que se subentiende es entero, cambiamos de
notacién con [ — v.

= Para evitar divergencia en el origen, las soluciones son del tipo,
o(r,0) = Ar”P,(cos(9)),

y como 0 € [0, 3], v puede ser cualquier real positivﬂ
= Usando la condicién de borde, pedimos P,(cos(3)) = 0, con infinitas solu-
ciones {v 72,

O(r,0) =Y Apr P, (cos(0)).

k=0

= Cerca del vértice, cuando » — (0, domina la potencia mas chica de r"*, y
O(r,0) = Ar"* P, (cos(0)).
= Una aproximacién del campo eléctrico cerca de una punta es entonces
10
Ey = _;8_3 = Ar”" 1sin(0) P (cos(6),

y vemos que si 3 € [r/2, 7], las cargas se acumulan en la punta (donde, técni-
camente, divergen, en esta formulacién con una punta infinitamente aguda).

lsiv <0, P, diverge en 0

13




1.5. Expansiones de Funciones de Green

Expansion de Legendre del potencial de una carga puntual.

2

= El potencial debido a una carga puntual ¢’ = 4we, en 7’ se puede ecribir

[e.9]

L Z (Ayr' + Bir= ) Py(cos(v)).

v~
TF—7] ~ &
.-+ ) eligiendo ¥ o< 7', se pueden identificar los coeficientes, y (---) =
g

1 1 o :
= = Z (T—<) P, cos(7).
r>

EEET

= Applicando el teorema de adicion,

oo m=l

w20 T Y6 in6,0). 3Y
=0 m=—1

[EREdl x’H

Expansién esférica de funciones de Green: Ejemplo.

= Partimos con un ejemplo: el caso de la funcién de Green con un borde esférico
enr = a (Eq.[I8),

1 a

G(Z,7) =

2

Z—=2' ||z — (“ 7|
= Aplicamos Eq.|33|a ambos términos:

I+1
1/a2\'"
l“ a \rr

V(0,0 Yim (0, ¢). (34)

oo m=l

=47 > T 2l+1

=0 m=—1

14
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Expansion esférica de funciones de Green: Caso general.

= En general, demostraremos (ver catedra) que G(Z, Z’) se puede expandir como

oo m=l
G, ) =47y Y qu(r, )Yy (0',¢')Yin (0, 9), (35)
=0 m=-1
o 1 & 11+ 1) 4
/ + / ™ /
ﬁw(rgl(r,r)) R gi(r, ") :—ﬁé(r—r), (36)

que tiene soluciones

Art + Br=U+D g < o,
gl(T’ rl) - 1.1 1—(1+1) ; / (37)
A'r* + B'r sir >
Los coeficientes A, B, A’, B’ se determinan con las condiciones de borde, el
requerimiento de que g; sea simétrico, y las discontinuidades implicadas por
laden V3G = —4n(7 — 7).

Expansién esférica de funciones de Green: Ejemplo, dos esféras concéntri-
cas.

= Aplicamos al caso del volumen encerrado entre dos esféras concéntricas, con
radios a < b.

= Para que se anule GG en los bordes, pedimos ¢g;(r = a,7’) = 0,y g/(r =
b,r") = 0. Concluimos que los coeficientes en Eq. Cumple BJ/A = —a?*1,
y B//A/ — —bQH_l.

= Para que g;(r, ") = g,(r', r), escribimos:

o A

/ !/

g(r,r)y=AA [ r_ — ry — —— | .
) R , < 7"l+1 > ’f’l>+1

~C <

= Para calcular C, integramos f:,/j: x Eq.
C=—Ar/{@+1) (" =)},
» [a solucidn es entonces
oo m=l l g2+l l p2l+1
o
o) =3 Y ¢ (-t ) (- )
=0 m=—I < >

Vi (0, 0)Yim (0, ¢). (38)

Aplicaciones.
Hay dos aplicaciones en Jackson 3.10:

= Anillo cargado dentro de una esféra hueca, conectada a tierra.
= Linea uniforme cargada dentro de una esféra hueca, conectada a tierra.

15
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Expansion de G en auto-funciones.
= En general, una ecuacién del tipo

VA (@) + [f(2) + Ao (@) = 0,

solo tiene soluciones en un volumen V, que cumplan condiciones de borde en
la superficie S, para ciertos valores {)\, }, llamados autovalores. Las corres-

pondientes soluciones {1, } son las auto-funciones.
= Resulta que

[ 00,2 = .
y
= Si buscamos soluciones de
VEG(Z, &) + [f(Z) + NG(Z,T) = —4nd(Z — T'),
con A ¢ {\,}, expandimos

= Z an(f/)d}n(f)

= Substitucién de Eq. 0jen Eq. [39|da
Z an(Z) (X = M) n(T) = —4md(Z — T).

= Tomamos [, d*z¢;, (&) x Eq.[1] para concluir que
m (T') = Amipr (Z) /(A — A).-

= Finalmente,

Expansion de G en auto-funciones: Ejemplo.

(39)

(40)

(41)

(42)

= Busquemos la funcién de Green para un problema con bordes rectangulares,

de lados a, b, y c.
= Queremos resolver Poisson, entonces f(Z) =0,y A = 0.
= La ecuacidn para autovalores es

v2,¢}n + ki'@bn - O,

= Para el rectdngulo se tiene, por separacion de variables, que los autovalores

Son

l2 2 2
B = (4 5+ 5,

y las autofunciones son

Un ~ Y = \/%Sin <l7r7x) sin (m;ry) sin (mcrz> :

16
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= Usamos Eq.[#2]con A = 0:

. [lmx\ . [lnx
ez e ()= (%)
_o/mmyN . (mmy'\ . /nwzN . [(nnd

sin <T> sm( 2 )sm <T) Sll’l( - )} 43)

» Tarea: Aplicar esta funcién de Green al problema de Sec. [1.4.1] y confirmar
que se obtiene el mismo ¢(Z) que por separacién de variables.

G(Z, 1)

1.6. Multipolos

1.6.1. Momentos multipolares

= Consideramos una distribucion de cargas p() confinadas dentro de una esfera
de radio 7.
= El potencial en » > R se puede expandir:

She Yin(0, ¢)
(r,0,6) = m ; ij Q=" (44)

= Los ¢, son los momentos multipolares.

» Para calcular los ¢,,, dada p(Z) sustituimos Ec.

oo m=l
1 1
4 <Y* 9/ me
a2 2 gy ONin . 0)

donde 7~ (r.) es el mayor (menor) de r y 7/, en Ec.

~ 1 . 1
0@) = o [ o) =

dre, T

y comparamos con Ec. 4]
= Concluimos que

i = [ Vi, ) o) @s)

17
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1.6.2. Campo dipolar eléctrico

= Escribimos los primeros ¢, en coordenadas cartesianas usando que Yy, =
1/VAmy Yig = /= cos(0) y Y11 = —y/ & sin(6) exp(ig):

doo (46)

1
Jin q,

/3 )

qi = — S—W(Px - ZPy): (47)
_ 3

qio = 4ﬂ_pza

enque p = [ Z'p(@)d*z’ es el momento dipolar eléctrico.
= tarea: recuperar la expansion hasta [ = 1, escrita en cartesianas, usando la
expansioén de (1/|7 — 2’|) aorden 1 en /' /7.

(48)

= A orden 1, o bien para un dipolo p’ = pz,

2p cos(f)
E, = ——, 49
VAameors “49)

2psin(0)
Ey = ——, 50
o v Ameors 50
Ey = 0. &2

= En general, para un dipolo p'ubicado en z.,
— 3/\ _" N —_— D

E(%) = M (52)

Aeo|T — To|

1.7. Dieléctricos

1.7.1. Desplazamiento Eléctrico

Consideramos un medio compuesto por un continuo de 4tomos o moléculas, con
K especies. La aplicaciéon de un campo externo distorciona estos constituyentes,
y desplaza las cargas de manera que cada especie adquiere un momento dipolar
eléctrico p;.

= Definimos el campo de polarizacion eléctrica:

P(7) = anfﬂﬁ»,

en que n;(Z) es la densidad de nimero de la especie i, y (p;) es el promedio
de p; en un volumen microscopico d) centrado en Z.
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El potencial 09 (%) debido a un elemento de volumen ) en Z’ es entonces

—

5P(T) = 1 p(@)oV 1 VP (Z—2)

dme, [T -2 4me, & — 2|

Sumando en todo el espacio,

L1 p(@) | 3 5 1
O(F = — | B(#) - v
(# 4mw4312{ﬁ—ﬁ{+ @) -N\F=71) 1Y

p(z) — V' P(¥
(7 = ! /mff[() (>] (53)
R3

4re, |7 — |

En un dieléctrico el campo de polarizacion induce unas cargas efectivas de
polarizacién, pp = —V - P.

En un dieléctrico tenemos entonces que

.o 1
V.E=—

[0+ pp]. (54)

Con la introduccién del campo vectorial Desplazamiento Eléctrico,
D=cFE+P (55)

tenemos

- —

V-D=p. (56)
Para un medio lineal, 1a respuesta en el campo de polarizacion bajo la influen-
cia del campo externo es lineal,

P= eoxeﬁ, donde . es la suceptibilidad eléctrica. (57)

En un medio lineal tenemos una relacion consitutiva entre D'y F:

—

D =¢E, cone=e,[1+ xd. (58)

e es la permitividad eléctrica del medio, y €/¢, es su constante dieléctrica.

Si € es uniforme, entonces V - D = p V.-E= p/é€, y toda la maquinaria
vista en Secs. [I.T]a[[.5]es aplicable.

Si hay variaciones de €(Z), hay que proceder caso por caso. En particular, en
el caso de discontinuidades entre 2 medios, tenemos las condiciones de borde:

52—51>'ﬁ1220 — VD:p,y

- - I, (59)
&—EJXMfﬂ,%—VxE:Q

donde 715 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al 2.
Tarea: Ejemplos en Jackson 4.4.
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1.7.2. Modelos para la suceptibilidad eléctrica

La polarizacién molecular, i.e. los dipolos électricos inducidos en una colec-
cién de atomos o moleculas, pueden resultar de

1. el campo aplicado distorciona la distribucién de cargas y produce un
dipolo inducido,

2. el campo aplicado tiende a alinear la orientacién de dipolos eléctricos
permanentes.

Para el estimar el dipolo inducido, consideramos un modelo de oscilador armoéni-

co, en el que el desplazamiento en equilibrio es ¢,,, de manera que p; = €6, =
¢5E/(mjw;) para cada carga j en una molécula.

Introducimos la polarizabilidad molecular v con p'= eowﬁ, de manera que

2
e’

= -7 60

i ;eomjwf ©0)

Interesantemente, la inclusion de la agitacion térmica no cambio este resultado
(ver demo en clase).

Si existen dipolos permanentes p, la aplicacion de un campo externo . en-
trega energia electrostdtica al dipolo W, = [ d®xzp®., en que p describe las
cargas del dipolo.

Si el dipolo es pequefio en comparacion con la escala de variacién de ., el
termino dominante es lineal, y

W,=—pE. 61)
Una aplicacion de estadistica de Boltzmann da que

_PE

(p.) ~ ET (62)

para un campo externo F, x Z,y si % < 1
En resumen, sumando las dos contribuciones, dipolo inducido y alineacion,

e’E 1 p?
eomw?  2e, kT

v~ (63)
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1.7.3. Energia en dieléctricos

La auto energia almacenada en un dieléctrico se puede estimar sumando los
trabajos necesarios para cada pequeno arreglo de cargas dp:

SW = [ 0p®(2)d*z.

RS

ConV-D = p, se llega a

W= [ (E-oD)d*x.

R3

Para un medio lineal, concluimos que
1 3 = =
W = 3 d’zE - D. (64)

Recuperamos el resultado para la autoenergia de una distribucion de cargas,

1
W:§/ﬁmﬁ (65)

Ejemplo: calcular el cambio de energia al introducir un dieléctrico con volu-
men V,, en presencia de un campo eléctrico I cuyas fuentes permanecen fijas
en el espacio.

En la configuracién inicial, sin dieléctrico, W, = E, - D.d3z, mientras
]R3

1
2
que con dieléctrico, tenemos Wy = [, T F - Dd®z.

Para un medio lineal, y entiendo que las fuentes p permanecen fijas de manera
que V-D —V - D, = 0, la diferencia de energia W = W; — W, se puede

escribir

1 L
W = —5/ P E,d*x.
La densidad de energia del diélectrico, en estado caso particular con fuentes
fijas, se puede escribir

P-E,,

W= —

N | —

que es reminicente de Ec.
La fuerza implicada en desplazimiento parametrizado por £ seria entonces

Fe=—9F R fuentes () fijas.
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2. Magnetostatica

2.1. Leyes de Bio & Savart y de Ampere

= Introducimos los efectos magnéticos acorde al desarrollo histérico, dejando
pendiente la unificacion relativista con el campo eléctrico.

= Experimentalmente, se observa que existen un campo B, llamado campo magnéti-
co, que interactiia con corrientes de cargas de manera que el elto de fuerza dF
que actda en un elto de circuito dl; con corriente /; es

dF = I,(dl, x B). (66)

(esta fuerza es el andlogo a la fuerza de Lorentz, F = qu X é, desarrollada
posteriormente).

= A su vez, B también es generado por corrientes, de manera que un elto de
circuito dl; con corriene /5 induce un campo

_ dly x T
dB(7) = kL, 2221

||

donde k = £2 = 10""N A~? en SI, mientras que k = 1/c en CGS. Estaes la
ley de Biot & Savart.

—

= Relacionamos la corriente eléctrica con un campo densidad de corriente .J (%) =
p(Z)U(Z), tal que la intensidad de corriente que cruza una superficie S es

f:/f.dg.
S

= Conservacion de carga eléctrica implica que

-

dp =
S TV-T=0 67)

y en el caso estético V- J: = 0.
» Poniendo d®z' ~ dS - dl, la ley de Biot & Savart se puede escribir de una
manera mas general,

~/ — o =, f_ T
B(#) = Z_ﬁ /R (@) FFF (68)
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2.2.

Podemos reescribir Ec.

(69)

y de esa forma resulta evidentemente que V-B=0|

Tomando el rotor de Ec. |69} y para el caso estacionario con v-J=0, llegamos
ala Ley de Ampere:

V x B = i, (70)

Aplicando el Teorema de Stokes podemos escribir Eq.[/0|en forma integral:

/df- B = pu.l. (71)
r

Por otro lado, usando la densidad de corriente .J podemos reescribir la fuerza
magnética Ec. [66]

— /dﬁ: /[1(le1 x B) :/f(f) x B(Z)d"x. (72)

Similarmente, el torque total es

N = /f x (J x B)d’z. (73)
Potencial Vector

En ausencia de corrientes, V x B = 0, y podemos introducir un potencial
escalar magnético B = —qu w.Juntocon V- B = 0 llegamos a Laplace, 1.e.
igual a electrostética.

Otra forma de solucién, mds general, es introducir el potencial vector B =
V x A,

|4 d3 '+ V(E), (74)

donde ﬁw(f) refleja la libertad de gauge en la definicion de A.
Si elegimos el gauge de Coulomb, con V(%) = 0, entonces V - A = 0 en

—

estado estacionario (porque V - <f B2 T/ |z — x’|)> —Oyaque V- J(Z) =
0).

En el gauge de Coulomb, con validez general en magnetostatica, llegamos a
V2A = —poJ, 0 sea Poisson.
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2.3.

Ejemplo: campo generado por un anillo de corriente de radio a.
La densidad de corriente es

-

J = —J¢ Sln<¢)i' + Jd) COS((b)Q?

con J, = Isin(#)o(cos(9))d(r — a)/a.
El potencial vector es azimuthal, con

Ja cos(¢’
Ag(r,0) = - / ) e
dm Jo (a2 + 12 — 2arsin(f) cos(#'))
Siakr, )
Lomr sin(6
A )  ———— 75
¢<T7 ) 47T(CL2 +T2)3/27 ( )
’ 0
B, ~ /Lomcosi()’ )7
2m donde m = wld?. (76)
fo  sin(6)
Bg —m
4 r3

Distribucion localizada de corrientes

Consideramos el caso en que J ( ’) esta confinado al interior de una esfera de
radio R, y evaluamos A lejosenr > R.

. . 1 ~ L — . =/ =23
Expandimos a primer orden —2 ~ 7 + 7 - 7 |Z|?, de manera que

Z|

A2 / ) d3x’+—-/Ji(f’)f’d3x’+--- (77)
47T 17 |z
monopolo di;glo
Se demuestra en magnetostatica que f Ji(% )d3x’ = 0 (ver catedra). Por lo

tanto el monopolo es nulo.

También se tiene que [(x}.J; + 2J;)d°z" = 0 (ver cdtedra), con lo que se
puede escribir
P flo M X T
AlX) = ——=— 78
Donde hemos (re)definido el momento magnético
- 1 —1 (2N 33,7
=g T x J(@")d’a'. (79)
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= La densidad de momento magnético es la magnetizacion,

M) = %f’ x J(T). (80)

= Siintegramos a lo largo de un circuito,

2.4.

MO |~

7 x dl, (81)

m =

y para un circuito plano, como |7 x dl| = d.A, recuperamos |7i| = I.A.

Para una distribucion discreta de N cargas,

N
j(f) - Z Qaﬁz(s(f - fa)v (82)
a=1
y
5 L (Zy X Ty)
m=z a\La a
2 a=1 !

Recordando que el momentum angular de una particulaes L, = M, (%, X ¥,),
y si las particulas tienen igual razon carga a masa,
&

*:_ﬁ, 83
m 2MT (83)

Para calcular el campo magnético del dipolo, tomamos rotor de Ec. para
llegar a

2o Mo {Sﬁ(ﬁwﬁ)—rﬁl 84)

B(x) =
@)= EE

donde n = Z/||.
Energia de una distribucidn local de corrientes

Seguimos con una distribucion local de corrientes, confinada al interior de una
esfera de radio R. Si el campo externo B(Z) varia lentamente en la escala R,
podemos expandir

B(#) = B(0) + (f-ﬁ)§0+--- . (85)
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2.5.

Volviendo a la fuerza sobre una distribucién de cargas, de F' = Ik J(Z) x
B (¥)d3x (Bc. tenemos (ver catedra) que

F=V(i-B). (86)

Vemos que F' deriva de un gradiente, y asociamos una energia potencial a la
distribucién local de cargas,

U=—m-B. (87)

Para el torque total, evaluamos Ec. /3|

—

N = x B(0). (88)
Ecuaciones macroscopicas

Introducimos la densidad dipolar magnética, o magnetizacion,
K
M(Z) = ni(i), (89)
i=1

para K especies.
Sumando la contribucién de cada elto de volumen, llegamos a

Az) =t / [ J@) + M) x @_f/)] &P (90)

ir | ||7=7 17— @

Usando los tipicos trucos, llegamos a

— / (@) + V' ()|

A7) = = d*a’. 91)

|7 — &
La magnetizacion M induce una densidad de corriente efectiva

Ju =V x M. (92)

Con las corrientes de magnetizacion, la Ley de Ampere Ec.[70]se modifica:
V xB=pu(J+V xM). (93)

Introducimos un nuevo campo H:

—

H==_M. (94)
Mo
Con H, las ecuaciones de magnetostdtica en medios materiales son:
VxH=1
5 o 95)
V-B=0.
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= Para completar la descripcion matemética de magnetostética, necesitamos re-
lacionar B y H.Si para campos débiles tenemos B « M, vemos que B =
pH.

= Para campos intensos, o para materiales ferromagnéticos, tenemos el caso ge-
neral B = f(H).

= Para materiales ferromagnéticos, existe una curva de histéresis.

B

= En presencia de una discontinuidad en x, como en la interfaz entre dos medios,
las ecuaciones de magnetostatica dan:

- —

§2—§1>-ﬁ12:0,<—V-B:O7y
o ) o (96)
HQ—H1>><ﬂ12:K,<—V><H:J,

donde 715 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al 2.

2.6. Problemas con condiciones de borde en magnetostatica

= En general, para resolver problemas con condiciones de bordes dadas (por

ejemplo en el potencial vector), podemos aplicar lo visto en Sec.[2.2]a medios
materiales. ConV x H = J, B=uH,y B =V x A, llegamos a

VA =—J (97)

. SiJ = 0, entonces V x H = 0, y podemos escribir H = —ﬁ(bM. Con

V.-B=0, y para medios lineales, llegamos a VZ¢,; = 0.
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= SiJ =0, y M es fijo (i.e. para un medio ferromagnético en campos débiles,
o sea no para medios lineales), ponemos H = —V ¢,,.

eConV . B = 0,y B = uo(ﬁ + M) tenemos VZ¢y, = —par, con

PM —= —6 - M.
e Las soluciones son entonces
At
- _ d3 /
P 47r/ iz
e Un manejo estandard da
1= [ M@
=_—_V.- A3
Pl ir /|a§’—f’| !
o Lejos de laregion con M, ¢ (7) = — £V (1) - [ M(T)d*', y
L m-T
u(7) 47r3

Jackson)

2.7. Induccién y Energia Magnética

Ejemplo: Esfera uniformemente magnetizada (ver aux, Sec. 5.10, 5.11

= Para estimar la energia almacenada en un sistema de corrientes necesitamos
considerar el periodo transiente, desde la ausencia inicial de corrientes hasta

el arreglo final.

= En electrostatica la construccion de un arreglo de cargas se puede conseguir
cuasiestaticamente. Pero en magnetismo, al cambiar las corrientes y los cam-
pos magnéticos aparece una fuerza electromotriz (fem) que se opone al cam-

bio,

S:fﬁdﬁ

(98)

donde integramos a lo largo de un circuito, en el cual las cargas sienten una
fuerza ¢F’. Usamos las primas para indicar que es la fuerza aplicada en el
sistema del circuito en desplazamiento.

= [os experimentos de Faraday muestran que

dF

g — —k’ﬁ,

(99)

donde F' es el flujo magnético que permea el circuito,

y k es una constante.

F:/gda
S
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Veamos que k£ = 1 en S.I. usando relatividad (Galileana suficiente).
Si consideramos un circuito en translacion uniforme con velocidad v, escribi-
mos (ver citedra) que

dF OB - N
= - AE-dAJr]{C(va)-dl. (101)
Aplicando Ec.[99]
jf [E’ —k(F é)} cdi=—k [ 9B 4k (102)
Ot

Similarmente, en el sistema Lab., podemos escribir Ec.[99] en un circuito ce-
rrado instantanemeante coincidente con C':

L 0B .

%E'dl:—k — - dA. (103)
4 Ot

Concluimos E' = k(U x é) + E, y comparando con la Fuerza de Lorentz,

identificamos £ = 1 en S.I.

Tenemos entonces la ley de Faraday,

£=——n. (104)

En forma diferencial (aplicar a un circuito fijo pero arbitrario), se llega a (ver
catedra),

. - OB
EF+—=0. 105
V x E+ 5 0 (105)

Para escribir la energia almacenada en levantar un arreglo de corrientes, con-
sideramos el trabajo necesario para compensar las fuerzas electromagnéticas
inducidas (es decir no consideramos pérdidas Ohmicas).

La potencia ejercida por las fuerza electromotrices inducidas Fest¥-F =
qu - E'

La potencia total ejercida sobre todas las cargas en un circuito es entonces

/ (pd?’xﬁ-ﬁ':/d%f-é’:jfdﬁ E =IE.
]RJA'f

Entonces, la potencia necesaria para compensar las fuerzas electromotrices es

entonces
dw dF

P=—=—-1=1—. 106
dt dt (106)
El trabajo requerido para compensar un cambio de flujo d F' es,

oW =I6F (107)

y si el circuito se mantiene fijo, 6W =TI [ 5B - dA.
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- —

Usando Stokes y B =V x A,

SW = 17{5/?- dl. (108)

Si el circuito tiene seccién Ao, con I = JAc y d®r = Ao X dl, pasamos a
una integral de volumen,

oW = / d*xJ - A (109)
Usamos ahora la Ley de Ampere VxH=J,
SW = /d3xﬁ-5§. (110)
Para un medio lineal, B = uH,y H - 0B = 16(H - B).
Llegamos a
1 A o o=
Wzi/dda:H-B. (111)

Podemos relacionar la energia magnética con las corrientes en un arreglo de
N circuitos. Usamos Ec. OW =1 ¢06A-dl,yrecordamos que

e [T
A d
@ =1 | T=7 %"
para ver que A o J,y J-6A =167 A
Entonces, W = 1 [ J - Ad3x,
Sy
W= Lte /d%d%’M. (112)
81 |7 — 2|

Separamos la integral en Ec.[81|en una sumatoria sobre los circuitos,

Z/d?’ Z/cﬁ; ;’;ﬁ)-

A su vez, separamos las sumatorias en los casos i = j y ¢ # j, para llegar a

W == ZL[2+ > ML, (113)
1,5,17]
donde 7
—’/
_' 7 —»/
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» También podemos llegar a Ec.[I13] considerando que el flujo que permea el
circuito ¢ debe ser proporcional a las corrientes:

Fy=Lili+» Myl (116)
J#i
= Vimos que 0W; = ;0 F; (Ec.|107)), entonces
i#£]

e integrando llegamos a Ec.[T13]
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