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1.1-Campo y potencial eléctricos

e Campo eléctrico debido a N cargas:

. 1 L
E(X) =

(X — X;
Zq" FEAIE
4meo — [IX — X

)
5

(1)

e Campo eléctrico debido a distribucion continua de cargas:

_')—(‘ /dS / X X)

47e,

e Tenemos que E = —V(®), donde ¢ es el potencial
eléctrico debido a distribucién continua de cargas:

S 1 S
(D(X) = 47_‘_e/dSXIp(X/)”)_(,__,
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1.1-Campo y potencial eléctricos

¢ | ey de Gauss, forma diferencial:

V-E=L.

€o

e ConE = —V(®) llegamos a la ecuacién de Poisson:

V2o =L

€o

¢ Aplicando Ec.5 a una carga puntual obtenemos una
representacion de la delta de Dirac:

1 - o
VZ <||)_(._)_(,/||> = *47T(5(X — X/).
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1.2-Energia Potencial

e | afuerza eléctrica F = qE es conservativa, con lo que el
trabajo que ejerce se relaciona con una diferencia de
energia potencial:

Was = —q(®(Xg) —

¢ Es usual tomar la referencia de potencial en infinito.

¢ Definimos la energia de interaccién entre N cargas como
el trabajo necesario para construir el sistema de cargas
acercandolas una por una desde infinito:

e Z"’Z 77

J<i
7
2><47Teozi:q'z||x, PR

¢(YA)) = —Abpg = —AUpg.

e En el caso continuo,

8,3, PX)p(X)
U= 87T€O//d xd®x B2
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1.2- Densidad de energia eléctrica

¢ Usando la Ec. de Poisson, Ec. 5, tenemos que la energia
asociada a una distribucion de cargas Ec. 8 se puede
escribir

U= —i"/¢v2¢d3x= %’/IWfDIIZdSXZ g/IIE'IIZdSX

2

* = densidad de energia u = $||E|?, que calza con la
densidad de energia asociada al campo E en la ecuacién
de continuidad para la densidad de energia.

¢ Ojo: densidad de energia es definida positiva, mientras

que la energia de interaccion entre dos cargas con signos
opuestos en negativa!
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1.2- Auto-energias

e = distinguir entre energia de interaccion para cargas
discretas y para distribuciones. La versién discreta ignora
el detalle de la energia asociada a la carga puntual en si:
si fuese una esféra llena, tendria una energia de
interaccion ‘interna’, i.e. una ‘auto-energia’.

¢ Ejemplo: aplicar U = % [ p®d®x a dos cargas puntuales
a1y Q.

® = Energia potencial de ‘ligazén’ entre N cargas es
distinta a la energia total almacenada en el campo E.
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1.2- Condensadores y
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e Condensador = configuracién de N conductores, con i
cargas totales {Q;} y potenciales {V;}, sometidos | Eovareonia
mutuamente a sus campos eléctricos. e
e Por el teorema de superposicion, i.e. por linearidad de la i
ley de Gauss, [
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1.2- Condensadores

® La energia potencial de interaccién entre todos los
conductores es, segun Ec. 8,

U= % / Pxp(R) (%) = %Z }{ S0V,
i
1 1
= §ZQ"V" = EZC"/'V"V/’ (10)
i i

donde S, representa la superficie de cada conductor.

e Podemos confirmar aqui que esta expresién da
correctamente la energia total de interaccion al considerar
la energia necesaria para cargar los condensadores. Por
ejemplo, en el caso del condensador mas simple, con 2
conductores, Q = CV y la energia necesaria para
cargarlo es

Q A 1
U:/dU:/O Vid@ = 5 @ = ;QV.
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1.3- Identidades de Green

¢ | a especificacion de p en todo el espacio es suficiente
para determinar . Sin embargo, hay situaciones en las
que se especifican condiciones de borde en ®, como en el
caso de los condensadores. Para estos casos es mas
conveniente usar el teorema de Green, que tratar de
identificar el detalle de p(X).

¢ |dentidad de Green, para dos campos escalares V y ¢:
ov

/(¢v2w+6¢-6wd3x:?{ dZ—dA,
v 4 on

(11)

donde

o))

v
—=VVv.n
n

e Teorema de Green:

/v(<bv2w —VUV20)d¥x = ?ﬂ (cbg‘:; - wg(l';) dA. (12)
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1.3- Aplicacion del teorema de Green en Electrostatica
¢ Aplicamos el teorema de Green Ec. 12 con
V(X') = ===, en que X’ es la variable de integracion, y

X=X

con el potencial eléctrico ®(X):

1
CArS(X— R) + —— (R }d3x'_
/v{ X=X+ R ==

9 1 1 09
ié{"’an/ (I)?—)?’H) - ||>?—x"an'} st

e Si el punto de observacién X queda dentro de V,

o 1 p(X') 5.,
O(X) — PX)
)= 2. /v T2k

1 1 00 0 1 ,
Efi {H)?)?’Hc’“)rl’_(ban’ (M)] dA’. (13)

* Vemos que el teorema de Green requiere especificar
®(X") y su gradiente en la superficie, 2. Sin embargo, el
experimento nos dice que para determinar el potencial
encerrado entre conductores, como en un condensador,
basta con especificar las diferencias de potenciales.
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1.3- Condiciones de borde

® Vamos a aislar 2 tipos de condiciones de borde:
® Especifar ®(X') en A = “Dirichlet”.

® Podemos demostrar que las soluciones de la Ec. de
Poisson es unica, para cada una de estas condiciones de
bordes. Por lo tanto, la Ec. 13 no es solucion de la Ec. de
Poisson, al permitir la especificacién de los dos tipos de
condiciones de bordes.

® Solucionamos esta inconsistencia con una generalizacion
de Ec. 13 usando “Funciones de Green”.
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1.3- Solucion formal con funciones de Green
e Definimos la funcién de Green con
1
G)?,)_('/ :ﬁ—FF)_(”)_()/,
(X, X") EEa] (X, Xx")
donde pedimos que V2F = 0 dentro de V.

¢ Volvemos a aplicar el teorema de Green, Ec. 12, con
V(X') = G(X, X'), y con el potencial eléctrico ®(X’):

O(X) =

dre,

1 PN RN I
4W7{[G( R)o o G(¥, )] dA'. (15)

1 / p(X")G(X, X d®x'+
%

e Para Dirichlet, pedimos Gp(X,X') = 0 si X’ € A:

1

q)()?) - 47e

[ #(%)Go(x. %)ax
2
f - 9 Gp(x.)dA. (16)

Tarea: Demostrar que Gp(X, X') = Gp(X', X) (ver Jackson 1.10)
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1.3- Solucion formal con funciones de Green

e Para Neumann, pedimos Gy(X, X') = (®) 4 si X' € A:

O(X) = (P)a+ p(X)Gn(¥, X")d°X'
\4

dre,

1 o ., ,
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1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

* Queremos encontrar ®(X) al exterior de una esfera de

radio a, dado la distribucion de potencial sobre la esfera.

¢ El metédo de imagenes da ®(X) en el caso de una esfera
atierra (& = 0), y con una fuente puntal g; en un punto Xi:

donde X, = %m (centramos la esfera en el origen y

d(X) = —
(X) 47e, || X — X4

ai

1 Q2 1

4re, || X — Xo||

usamos coorenadas esféricas), y g = —aqi/r.

¢ Este potencial calza con los requisitos de la Funcion de
Green para condicion de borde Dirichlet, con gy = 4we, y

)?/:)?12

G(X

= o

)

X') =

1 a

X=X )% — &%)
N——
F(x,%")

(18)
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1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

z
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Pasando a coordenadas esféricas, tenemos,

1

1
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1.3- Ejemplo: funcion de Green para la esfera

e Para usar el teorema de Green, también necesitamos

B re — &
~a(r? + a? — 2arcos(v))3/2°

0Gp
on’

_ 9Gp
- or

r'=a r'=a

e Ahora, usando Ec. 16, tenemos el potencial en cualquier
punto afuera de la esféra (esta aplicacion supone que no
hay cargas en el exterior de la esfera):

1
¢ / /
i 009
a(r® — a)
(r? + a2 — 2ar cos(v))3/2

O(X) =

sin(¢')d0’d¢’.  (20)

e Aplicacion: dos hemispherios con potencial +V'y — V.
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1.4- Separacion de variables

¢ Ofra alternativa para determinar ®(X) es resolver la
ecuacién de Poisson directamente. En casos con
simetrias 0 geometrias simples, se puede hacer
analiticamente usando la técnica de separacion de

variables.

® Por ejemplo, si las condiciones de bordes se definen
sobre planos, es conveniente buscar soluciones con
separacion de variables en coordenadas cartesianas:

= X(x)Y()Z(2).

®(X)
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1.4.1- Condiciones de borde rectangulares

z
¢ = V(xy)
z=c [
Y
$=0—1 . ,,;7'Q=O
=)
c4 y
A
x=a

e Consideramos el problema descrito en la Fig., con

d(z=rc) = V(x,y),y ® = 0en el resto de un rectangulo
con lados a, b, ¢, y donde queremos determinar ¢ en el
interior del rectangulo.

e \Vemos que la solucién de este problema se puede
extender a un potencial arbitrario en las 6 caras del cubo
usando el teorema de superposicion.
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1.4.1- Condicidnes de borde rectangulares

e Aplicando separacion de variables, vemos que funciones
del tipo

O(X) = > Apmsin(anx) sin(Bmy) sinh(yom2),

n,m

(21)

con ap = nr/a, fn = N /b, Y ynm = 7/ (n/a)2 + (m/b)2,
son soluciones de V2¢ = 0 y cumplen con las
condiciones de bordes en x, en y,yen z=0.

e La ultima condicion de borde ®(z = ¢) = V(x,y) se
obtiene aplicando la completitud en el analisis de Fourier,

_ 4 (b a . .
Anmsinh(ynm) = %/0 dy/0 dxV(x, y)sin(apx)sin(Bmy).

e Como Ec. 21 cumple V2® = 0y las condiciones de
bordes tipo Dirichlet, es la solucion Unica.
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1.4.2- Cilindricas: Simetria en z, o polares.

e Como ejemplo de condicion de borde en geometria

cilindrica consideramos un caso con simetria en z.
¥y

Po 190 1 9Pd
2dy — 2 T oy T
VRO =t e, T R

e |a técnica de separacién de variables da:

O(p,¢) =V + > amp™/’sin(mre/B).

m=1
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1.4.2- Cilindricas: simetria en z

¢ En la vecindad del vértice, p — 0,y

®(p, ¢) ~ V + ap™ P sin(me/B).
e El campo eléctrico normal a la superficie conductora es

E, - _%%b — _%p*””/ﬁ cos(m¢/B),

y vemos que en el caso 8 > w las cargas se acumulan en
la punta.
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1.4.2- Cilindricas: Caso general

® En general, en cilindricas

w20 _Pd 190 1 PO 5P
2

pop T o T =0

e Separando variables ® = R(p)Q(¢)Z(z), se llega a

lo V4
dz2

a?Q
dg?
d’R
dp?

—k?Z =0, (22)

+12Q =0, (23)

2
+1dR+<k2V2>R—O. (24)

p dp
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1.4.2- Cilindricas: Caso general

¢ Un tipo de soluciones para la parte radial son las
funciones de Bessel:

o0

ZORCLDY et Ll

con I'(x) = [,° dzz*~'e™*, y x = kp. Otras soluciones
linearmente independiente son las funciones de
Neumann:

N, (x) = Ju(X) co;(:(?ﬁ; J,,,(x).

4
i
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1.4.2- Cilindricas: Cilindro.

e Como ejemplo consideremos un cilindro con ¢ = 0,
excepto en z = L, donde ¢ = V(p, ¢). Electrostiticn

Campo y potencial
2| ot
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1.4.2- Cilindricas: Cilindro.

® | as condiciones de borde conducen a:
Q(¢) = Asin(m¢) + Bcos(m¢), me Z™ . (
Z(z) = sin(kz),
R(p) = CJm(kp) + D Np(kp)

SR
Jeo

e D = 0 porque J_n(kp) diverge con p — 0.

® De ¢(p = a) =0, tenemos Jp(ka) =0, k = kmn = Xmn/ @,
donde 10s xmn son las raices de Jpn(Xmn) = 0.

4
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1.4.2- Cilindricas: Cilindro.

¢ |Laforma general de la solucién es entonces

®(p, b, 2)

ZZJm Kmnp) sinh(2)

m=0 n=1

(Amnsin(me) + Bmn cos(me)).  (28)

e Con la condicion de borde en z = L, se puede despejar

los Amn Y Bmn usando analisis de Fourier, y también con la
orthonormalidad de las funciones de Bessel,

a &
/O Ippdy (o) ) (i /2) = 511 (o) P

};j

/7 iﬁ/ \\\
1
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1.4.3- Esféricas.

e En coordenadas esféricas,

18 ro 1 0 o 1 1 0?0
20 L i VI
vee r ore +rsin(&) o0 (Sm(g) >+

* Siponemos ¢ = YP(0)Q(¢),

2
(12?#;5(3 = —m?, con m € R por determinar.

e Enr,

2
% - l(/:— ) U =0, con /(/+ 1) € R por determinar,

y cuya solucién es

u(r) = Ar't' + Br.

rZsin(0) 062
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1.4.3- Esféricas: Polinomios de Legendre

¢ | uego de la separacion de variables, la ecuacién en ¢ es:

d dP 2

= [(1 _x2)dx} + [/(/+1)_1TX2 P—o,

donde x = cos(#), y cuya soluciones P se escriben en
términos de las funciones asociadas de Legrende,

P(x) = (1)1 — 2 )

axm ’
y de los polinomios de Legrendre,

id’(xz —1)

PO = o = g

® Enelintervalo x € [-1,1], los {P/(x)}°,, | € Z*, forman
un conjunto ortonormal,

x=1 2
P/ (x)P = — . 29
/X:_1 1 (X)Pi(x) o1 1% (29)
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1.4.3- Armonicos Esféricos.

* Si se buscan soluciones regulares en todo R3, es
necesario que / € Z* para que Pj(x) sea finita en el
intervalo —1 < x < 1, y también que
m=—l—(-1),---,0,--- ,(I—-1),1.

® En este caso, es usual juntar las dependencias en 0y ¢
introduciendo los armonicos esféricos:

2/+1(/—m)

Yim(0,¢) =  (+m)

P™(cos(6))e™?.
e Orthonormalidad:

2m T
/ dob / Sin(0)d0 Y (6, &) Yim(6, &) = 61 Smmr,  (30)
0 0

e Completitud:

m=

K

Yim (0',0")Yim(0, ¢) = 6(¢ — ¢")(cos(6)) — cos(6)).

Il
<}

m=—1

(31)
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1.4.3- Armonicos Esféricos.

e | os armonicos esféricos cumplen también el Teorema de
Adicion (ver Jackson 3.6):

Pi(cos(7)) = 2,+1 Z Yinl0', ') Yim(0,0),  (32)

donde v es el angulo subtendido entre % y X,

cos(7y) = cos(6) cos(6') + sin(8) sin(6") cos(¢ — ¢').

2
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

e Consideremos una punta cénica en un conductor. Como

no hay dependencia en ¢, buscamos soluciones de
Laplace cuya dependencia en 6 sea del tipo Pj(cos(6)).
Pero no buscamos soluciones regulares en R3, sino que
solo en 6 € [0, 3], y el indice de los polinomios de
Legendre no es necesariamente un entero. Para
distinguirlo de /, que se subentiende es entero,
cambiamos de notacion con [ — v.

z

w7\
AAY)
7N/

{ /1
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

¢ Para evitar divergencia en el origen, las soluciones son del

tipo,
¢(r,0) = ArP,(cos(9)),

y como 6 € [0, 5], v puede ser cualquier real positivo'.

e Usando la condicion de borde, pedimos P, (cos(8)) = 0,
con infinitas soluciones {vx}3°,,

0) = i Axr?< Py, (cos(9)).

k=0

siv < 0, P, diverge en 0

A
T\
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1.4.3- Ejemplo: punta conica.

(

e Cerca del vértice, cuando r — 0, domina la potencia mas Eloctostiion
chica de rx, y
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1.5- Expansion de Legendre del potencial de una carga ¥
puntual.
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1.5- Expansion de Legendre del potencial de una carga
puntual.

s
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Ejemplo.

2

i

=

e Partimos con un ejemplo: el caso de la funcion de Green
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Caso
general.

¢ En general, demostraremos (ver catedra) que G(X, X') se
puede expandir como

oo m=l

G(}v )_(V) = 47TZ Z g/(rv r/)yl*m(0/7 (b/) Y/m(07 ¢)7 (35)

=0 m=—1

con

1 a2 11+ 1 . 4n ,
L8 ot - gy = 25t ). @0)

que tiene soluciones

Arl + Br-(F1)  sir<r,

r,r'y= )
9(r.r) Ar +Br-UH) sir>r.

(37)
Los coeficientes A, B, A’, B' se determinan con las

condiciones de borde, el requerimiento de que g, sea

simétrico, y las discontinuidades implicadas por la § en
V2G = —4nd(X — X').

—t

/
V2

i‘j\\\

1

%

Electrostatica

Campo y potencial
eléctricos

@

Energia Potencial
Teorema de Green
Separacion de variables

Condiciones de borde
rectangulares

Gilindricas
Esféricas

Multipolos.
Momentos multipolares
Campo dipolar eléctrico
Dieléctricos
Desplazamiento Eléctrico

Modelos para la
suceptibilidad eléctrica

Energia en dieléctricos

Magnetostatica

Leyes de Bio & Savarty de
Ampére

Potencial Vector
Distribucion localizada de
corrientes.

Energia de una distribucion
local de corrientes
Ecuaciones macroscépicas
Problemas con condiciones
de borde en magnetostatica
Tnri immiAn v Enaraia



1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Ejemplo, dos
esféras concéntricas.

4;
E)

S

e Aplicamos al caso del volumen encerrado entre dos /7
esféras concéntricas, con radios a < b.
¢ Para que se anule G en los bordes, pedimos

. Electrostatica
g(r=a,r')y=0,yglr=b,r')=0. Concluimos que los G i
coeficientes en Eq. 37 cumple B/A = —&?'t1y Energa Potsci

/11 Teorema de Green
B//A/ - _b + . Separacién de variables
e Para que gi(r,r") = gi(r’, r), escribimos: Cordiconss de borde
Cilindricas
; I+1 , b2l+1 Esféricas
/ /
alr,rY=AA (r. ——— | | R — —+
’ ~~~ < r /<+1 > I />+1 Multipolos
~ C Momentos multipolares
. r/ te Campo dipolar eléctrico
* Para calcular C, integramos [, '~ xEq. 36: Prslciricos

Desplazamiento Eléctrico
Modelos para la

C=—4n/ {(2 I41) ( PR _ a2/+1) } _ et s

Energia en dieléctricos

. Magnetostatica
® | a solucion es entonces Loysdo o Savary o
Potencial Vector

oo m=l c r/ a2/ 1 r/ b2/+1 E)oi?:ir;l:::lsén\ocalwzadade
=22 Clre- T )\ BT i
1=0 m=—1 < Ecuaciones macroscopicas

Vi (0, 0))Yim(0, ). (38)  doomsenmaonsita
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1.5- Expansion esférica de funciones de Green: Y
Aplicaciones.

A

il
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Campo y potencial
eléctricos

Energia Potencial

Teorema de Green
Hay dos aplicaciones en Jackson 3.10: e e
. L, rectangulares
¢ Anillo cargado dentro de una esféra hueca, conectada a Gilncicas
. Esféricas
tierra.
¢ Linea uniforme cargada dentro de una esféra hueca, s
conectada a tierra. e
Dieléctricos

Desplazamiento Eléctrico

Modelos para la
suceptibilidad eléctrica
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1.5- Expansion de G en auto-funciones.
e En general, una ecuacion del tipo
VEG(X) + [F(X) + Al(X) =

solo tiene soluciones en un volumen V, que cumplan
condiciones de borde en la superficie S, para ciertos
valores {\,}, llamados autovalores. Las correspondientes
soluciones {vn} son las auto-funciones.

® Resulta que

/ ABxi(X)hn(X) = Smn.
%
e Sj buscamos soluciones de

V2G(X, X') + [f(X) + N]G(X, X'

con A ¢ {\,}, expandimos

)= Zan()_(’/)wn()_(’) (40)

)= —4n5(X — X'), (39)
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1.5- Expansion de G en auto-funciones.

JAY
i

Electrostatica

e Substitucion de Eq. 40 en Eq. 39 da

Campo y potencial
- - = - eléctricos
D an(X)A = AnJun(X) = —4Td(X —X).  (41) e
n

Separacion de variables
Condiciones de borde

. . rectéangulares
 Tomamos [j, d®xy;,(X') x Eq. 41, para concluir que

am(X') = 4wy (X)) (Am — ).

Esféricas

Multipolos.
Momentos multipolares
Campo dipolar elécirico
Dieléctricos

¢ Finalmente,

Desplazamiento Eléctrico
X Modelos para la
- = , w Y\ X )¥PnlX) wn ( ) suceptibilidad eléctrica
( ) 47 E (42) Energia en dieléctricos
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1.5- Expansion de G en auto-funciones: Ejemplo.

e Busquemos la funcién de Green para un problema con
bordes rectangulares, de lados a, b, y c.

® Queremos resolver Poisson, entonces f(X) =0,y A = 0.

e |a ecuacién para autovalores es

Van + klewn - Oa

e Para el rectangulo se tiene, por separacién de variables,

que los autovalores son

I2 m2 n2
2 2 2
ank/ngﬂ' <32+b2+02>,

y las autofunciones son

o~ im = gsin (") sin (T ) i (722
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1.5- Expansion de G en auto-funciones: Ejemplo.

e Usamos Eqg. 42 con A = 0:

!
G(X,X') = 32 Z , 12 5 {sin (hrx) sin <I7TX>
wabclmn§+%+i a a

c2

i () (5 () (%) 1

e Tarea: Aplicar esta funcion de Green al problema de

Sec. 1, y confirmar que se obtiene el mismo ¢(X) que por
separacion de variables.
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1.6.1- Momentos multipolares

¢ Consideramos una distribucion de cargas p(X) confinadas
dentro de una esfera de radio r.

® El potencial en r > R se puede expandir:

oo m=l
\/Im(ev(b)
47'('60 Z Z 2/+1 i+ (44)

=0 m=—

o(r,0,¢) =

® Los gm son los momentos multipolares.
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1.6.1- Momentos multipolares

e Para calcular los g, dada p(X) sustituimos Ec. 33,

I

”X X/H I+1 Ylm(9/7¢ )Ylm(a ¢)

donde r- (r.) es el mayor (menor) de ry r’, en Ec. 3,

- 1 S 1
o) = o [ EXpR)

X =Xl

y comparamos con Ec. 44.
e Concluimos que

G = / Y (0, 6)(r) p(R) X (45)
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1.6.2- Campo dipolar eléctrico

e Escribimos los primeros g, en coordenadas cartesianas

usando que Yoo = 1/V4ry Yio = 1/ 2 cos(0) y
Vit = —/& sin(0) exp(io):

1
= —q, 46
Qoo Jan q (46)

g = —\/S?W(px_ip}’)» (47)
3

enque p = [ X'p(X')d®x’ es el momento dipolar eléctrico.
e tarea: recuperar la expansion hasta / = 1, escrita en

cartesianas, usando la expansién de (1/|X — X’|) a orden
tenr/r.

Gio =

};j

/7 iﬁ/ \\\
1
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1.6.2- Campo dipolar eléctrico

® Aorden 1, o bien para un dipolo g = pz,

E _ 2p cos()
T Vawerd
2psin(6)
E —
¢ Ame,rd’
E, = O

e En general, para un dipolo p ubicado en x,,

= 3A(B-7)— P
EX) = e =%

N2
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

Consideramos un medio compuesto por un continuo de
atomos o moléculas, con K especies. La aplicacién de un
campo externo distorciona estos constituyentes, y desplaza las
cargas de manera que cada especie adquiere un momento
dipolar eléctrico g;.

e Definimos el campo de polarizacion eléctrica:

o

I
.MX

nl'()_(')<pl>7
i=1

en que n;(X) es la densidad de nimero de la especie i, y

(p;) es el promedio de p; en un volumen microscdpico
centrado en X.

V//J

‘47\¥\\

//7/

\

7{/
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

e El potencial 6 (X) debido a un elemento de volumen §)”
en X’ es entonces

SVP(X)- (% —X')
X = X'|

1 p(X)6V 1
p(X') n

(X)) = S
(x) 47e, |X — X!|

4re,

e Sumando en todo el espacio,

1 W L CONr YN
T= =, P * T=_ =, 3
47reQ/]R3dX{|x—x’jL (x)-V |X — X/| y

By [p(%’); v B

X — X

O(X =

(53)

¢ En un dieléctrico el campo de polarizacién induce unas
cargas efectivas de polarizacion, pp = =V - P.

(
/7

Electrostatica

Campo y potencial
eléctricos

Z
S

=i

©9

Energia Potencial
Teorema de Green
Separacion de variables

Condiciones de borde
rectangulares

Gilindricas
Esféricas

Expansiones de Funciones
de Green

Multipolos.
Momentos multipolares
Campo dipolar eléctrico
Dieléctricos

Modelos para la
suceptibilidad eléctrica

Energia en dieléctricos

Magnetostatica
Leyes de Bio & Savart y de
Ampére
Potencial Vector

Distribucion localizada de
corrientes

Energia de una distribucion
local de corrientes

Ecuaciones macroscépicas

Problemas con condiciones
de borde en magnetostatica

TnAl nriAn v Enaraia



1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

e En un dieléctrico tenemos entonces que

-

= Llp+orl. (54)

e Con la introduccion del campo vectorial Desplazamiento
Eléctrico,

D

e.E + P, (55)
tenemos L

V.-D=p.

e Para un medio lineal, la respuesta en el campo de
polarizacion bajo la influencia del campo externo es lineal,

(56)

P = eoer_, donde . es la suceptibilidad eléctrica. (57)

° I§n un medio lineal tenemos una relacion consitutiva entre

DyE

52657 con € = & [1 + xel- (58)

® c es la permitividad eléctrica del medio, y €/e, es su
constante dieléctrica.
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1.7.1- Desplazamiento Eléctrico

* Sic es uniforme, entonces V-D=p « V-E=p/e,y
toda la maquinaria vista en Secs. 1 a 5 es aplicable.
e Si hay variaciones de ¢(X), hay que proceder caso por

caso. En particular, en el caso de discontinuidades entre 2
medios, tenemos las condiciones de borde:

52—51 =0 «— ﬁ'ﬁzpa y
S o ) R . (59)
E2—E1) ><I’712:07 — VXE:O,
donde 4 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al
2.
e Tarea: Ejemplos en Jackson 4.4.
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1.7.2- Modelos para la suceptibilidad eléctrica

® La polarizacién molecular, i.e. los dipolos électricos
inducidos en una coleccion de atomos o moleculas,
pueden resultar de
© el campo aplicado distorciona la distribucion de cargas y
produce un dipolo inducido,
@® el campo aplicado tiende a alinear la orientacién de dipolos
eléctricos permanentes.

® Para el estimar el dipolo inducido, consideramos un
modelo de oscilador armoénico, en el que el
desplazamiento en equilibrio es dy, de manera que
pj = €j0x = esz/(m,-w,-) para cada carga j en una
molécula.

e Introducimos la polarizabilidad molecular v con p = e,vE,
de manera que

e?
— /
=Y (60)

¢ |nteresantemente, la inclusién de la agitacion térmica no
cambio este resultado (ver demo en clase).
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1.7.2- Modelos para la suceptibilidad eléctrica

e Si existen dipolos permanentes g, la aplicacion de un
campo externo . entrega energia electrostatica al dipolo
W, = [ d®xp®e, en que p describe las cargas del dipolo.

® Si el dipolo es pequefio en comparacién con la escala de
variacion de ¢, el termino dominante es lineal, y
W,=-p-E. (61)
¢ Una aplicacién de estadistica de Boltzmann da que

p°E

(pz) ~ 57 . (62)

para un campo externo Ee x 2,y SI << 1.

e Enresumen, sumando las dos contrlbucmnes, dipolo
inducido y alineacién,

1P
2¢. kKT

€0 Mw?
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1.7.3- Energia en dieléctricos

¢ |a auto energia almacenada en un dieléctrico se puede
estimar sumando los trabajos necesarios para cada
pequeno arreglo de cargas dp:

SW = [ 5pd(X)d®x.
R3

e ConV-D=p,sellegaa

SW= [ (E-sD)dx.

R3

¢ Para un medio lineal, concluimos que
W= % / d®*xE - D. (64)

¢ Recuperamos el resultado para la autoenergia de una
distribucion de cargas,

W= % / d®xpd. (65)
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1.7.3- Energia en dieléctricos

¢ Ejemplo: calcular el cambio de energia al introducir un
dieléctrico con volumen V, en presencia de un campo

eléctrico E cuyas fuentes permanecen fijas en el espacio.

En la configuracion inicial, sin dieléctrico,

W, = fRs %Eo . 5Od3x, mientras que con dieléctrico,
tenemos Wi = [, 1E - DdPx.

Para un medio lineal, y entiendo que las fuentes p
permanecen fijas de maneraque V-D—V - D, =0, la
diferencia de energia W = W; — W, se puede escribir

w=-1

2 %
La densidad de energia del diélectrico, en estado caso
particular con fuentes fijas, se puede escribir

15 o
w = 7§P . EO7
que es reminicente de Ec. 61.

La fuerza implicada en desplazimiento parametrizado por

¢ seria entonces F; = — %‘o’ con fuentes Q fijas.

P.E,d®x.
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

¢ |ntroducimos los efectos magnéticos acorde al desarrollo
histérico, dejando pendiente la unificacion relativista con
el campo eléctrico.

Experimentalmente, se observa que existen un campo B,
llamado campo magnético, que interactla con corrientes
de cargas de manera que el elto de fuerza dF que actia
en un elto de circuito d/ con corriente /; es

dF = I(dl x B). (66)

(esta fuerza es el analogo a la fuerza de Lorentz,

—

F=qvVx B, desarrollada posteriormente).

A su vez, B también es generado por corrientes, de
manera que un elto de circuito dk con corriene  induce
un campo
=2, d/2 X )?
dB(X) — kl2w,
donde k = 4= = 10~"NA~2 en SI, mientras que k = 1/c
en CGS. Esta es la ley de Biot & Savart.
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

¢ Relacionamos la corriente eléctrica con un campo
densidad de corriente J(X) = p(X)V(X), tal que la
intensidad de corriente que cruza una superficie S es

/:/J-d§.
S

e Conservacion de carga eléctrica implica que

QD
b

5tV J=o, (67)

y en el caso estatico V - J = 0.

e Poniendo a3x’ ~ dS - dI, la ley de Biot & Savart se puede
escribir de una manera mas general,

Lo X
B(X) = 47r d3x’J() FESI (68)
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

® Podemos reescribir Ec. 68:

J

v/

X

)

Ho =
=-——Vx =
4 /Rs X — x|

y de esa forma resulta evidentemente que .

(69)

¢ Tomando el rotor de Ec. 69, y para el caso estacionario

con V- J =0, llegamos a la Ley de Ampére:

V x B = pod.

(70)

¢ Aplicando el Teorema de Stokes podemos escribir Eq. 70

/dTE:uJ
g

en forma integral:

(71)

NAY
/JW
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2.1-Leyes de Bio & Savart y de Ampére

e Por otro lado, usando la densidad de corriente J podemos

reescribir la fuerza magnética Ec. 66:

F— /dF‘: /l1(d71 « B) = /J()?) « BR)dPx. (72)

¢ Similarmente, el torque total es

—

N:

/)? x (J x B)d®x.

(73)
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2.2-Potencial Vector

e En ausencia de corrientes, V x B= 0,y podemos
introducir un potenCIal escalar magneético B= —Vou.
Juntocon V- B =0 llegamos a Laplace, i.e. igual a
electrostatica.

e Otra forma de solucién, mas general, es introducir el
potencial vector B=V x A

g /x

donde V(X) refleja la libertad de gauge en la definicién
de A.

¢ Si elegimos el gauge de Coulomb, con ﬁaﬁ()‘(’) =0,
entonces V - A = 0 en estado estacionario (porque
V- (f d®x'J/(|x — x’|)) =0yaque V- J(X') = 0).

¢ En el gauge de Coulomb, con validez general en
magnetostatica, llegamos a V2A = —uoj, o sea Poisson.

d3x + V(%) (74)
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2.2-Potencial Vector

¢ Ejemplo: campo generado por un anillo de corriente de
radio a.

® | a densidad de corriente es
J= —Jp sin(@)X + Jp cos(¢)¥,

con J,, = Isin(#)d(cos(0))d(r — a)/a.
¢ El potencial vector es azimuthal, con

pola [ cos(¢) ,
As(r,0) = = / — _ — 7309,
™ Jo (& + r? —2arsin(0) cos(6"))

e Sia<r,
tomrsin(6)

A¢(r79) ~ 4471’(32 T r2)3/27

Mo _cos(6)
B, ~ Zm E
B, ~ Lo msm(G)

4 r3

donde m=rla?.  (76)
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

e Consideramos el caso en que J(X') esta confinado al

interior de una esfera de radio R, y evaluamos A lejos en
r>R.

* Expandimos a primer orden 57 & 1 + X - X'|X[°, de
manera que

3,/ i (e A3y 1 ...
A~ 47T /J )dx—|r|)_(,|3 /J,(x)xdx+

monopolo

dipolo
(77)
* Se demuestra en magnetostatica que [ J;j(X')d®x’ =0
(ver catedra). Por lo tanto el monopolo es nulo.
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

* También se tiene que [(x/J; + x/J;)d®x" = 0 (ver catedra),
con lo que se puede escribir

Gowy _ Mo rﬁ x X

e Donde hemos (re)definido el momento magnético

3
7
=5 [ ¥ xdR)dx (79
¢ | a densidad de momento magnético es la magnetizacion,
Lo 1., =
M(X") = §x’ x J(X'). (80)
¢ Siintegramos a lo largo de un circuito,
- El % X x dl, (81)

y para un circuito plano, como 1§|)‘(' x dl| = dA,
recuperamos |m| =

=1
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

e Para una distribucién discreta de N cargas,

J(®) =" qaVid (¥ — Xa),

¢ Recordando que el momentum angular de una particula

es Ly = My(X, x V), y si las particulas tienen igual razén
carga a masa,
S e -
m = 7LT.

2M (83)
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2.3-Distribucion localizada de corrientes

e Para calcular el campo magnético del dipolo, tomamos
rotor de Ec. 78, para llegar a

2. Mo [3N(N-m)—m
B =4 | T (84)

donde n =

A2

i
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2.4-Energia de una distribucion local de corrientes

e Seguimos con una distribucion local de corrientes,
confinada al interior de una esfera de radio R. Si el campo

externo B(X) varia lentamente en la escala R, podemos
expandir

B(X) = B(0) + (X-V)B St (85)

e \olviendo a la fuerza sobre una distribucién de cargas, de
F = [ J(X) x B(X)d®x (Ec. 72) tenemos (ver catedra) que
F=v(m-B). (86)

* VVemos que F deriva de un gradiente, y asociamos una
energia potencial a la distribucion local de cargas,

U=-m-B. (87)
¢ Para el torque total, evaluamos Ec. 73,

N = m x B(0).
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

¢ Introducimos la densidad dipolar magnética, o
magnetizacion,

para K especies.

e Sumando la contribucién de cada elto de volumen,
llegamos a

Z\(;’):%/

¢ Usando los tipicos trucos, llegamos a

J(¥) N M(X') x (X —
X = X'| X

X — X'

A(X) d®x’.

) &/ [3()?')+6' x M(%)
4 |X

X — X

e | a magnetizacién M induce una densidad de corriente

efectiva

—

jMZﬁXM.

)_('l) dSX/

(90)

(91)

(92)
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

¢ Con las corrientes de magnetizacion, la Ley de Ampeére
Ec. 70 se modifica:

V x B=po(J+V x M). (93)

¢ Introducimos un nuevo campo H:

-

H=—-M. (94)

Ho

e Con H, las ecuaciones de magnetostatica en medios
materiales son:

-

><FI:J,

B=0. (95)

<t <u
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2.5-Ecuaciones macroscopicas 7 />\\”
e Para completar la descripcion mateméticg deﬁ g\\(/é ’\\}y’/
magnetostatica, necesitarrlos rglacionar By I-L Si para /Z
campos débiles tenemos B « M, vemos que B = uH.

® Para campos intensos, o para materiales ferromagnéticos, . .
tenemos el caso general B = f(H). Can el

eléctricos
* Para materiales ferromagnéticos, existe una curva de Ererge olencl
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2.5-Ecuaciones macroscopicas

e En presencia de una discontinuidad en p, como en la
interfaz entre dos medios, las ecuaciones de
magnetostatica dan:

é2—§1)-h12:0, — ﬁézo,y

S S o (96)
H2—H1)><I’)12:}(,<—V><H:J7

donde 4 es la normal a la interfaz dirigida del medio 1 al
2.
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® En general, para resolver problemas con condiciones de
bordes dadas (por ejemplo en el potencial vector), Energa Poencl
podemos apllcar Io V|sto en Sec 2a medlos materiales.

Separacion de variables

Con V X H J B /,[,H y B V X A ”egamos a Condiiones de borde

rectdngulares
Gilindricas
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=

v2/_4' — 7J. (97) Expansiones de Funciones

de Green
Multipolos.
-

= Momentos multipolares
e SiJ =0, entonces V x H =0, y podemos escribir

Campo dipolar eléctrico
=

= - - Dieléctricos
H=-V¢y.ConV - B y para medios lineales

Desplazamiento Eléctrico

2 ’ Modelos para la
llegamos a V¢ = 0.
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2.6-Problemas con condiciones de borde en magnetostatica

°SiJ=0, y M es fijo (i.e. para un medio ferromagnético en
campos débiles, o sea no para medios lineales), ponemos
H=—Vpn.

* ConV-B=0, y B= po(I:IJr IW), tenemos VZpy = —pu,
con py == —V - M.
® | as soluciones son entonces

1 / Mdsx’.
4 X — X'|

® Un manejo estandard da

. 1= M(%' ,
(D) = —3=5 - [ FO N

m(X) =

* Lejos de la region con M, u(X) ~ — 2=V (1) - [ M(X')
y

dS/

o m-X

dm(X) = Anrs

® Ejemplo: Esfera uniformemente magnetizada (ver aux, Sec.
5.10, 5.11 Jackson)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

¢ Para estimar la energia almacenada en un sistema de
corrientes necesitamos considerar el periodo transiente,
desde la ausencia inicial de corrientes hasta el arreglo
final.

En electrostatica la construccion de un arreglo de cargas
se puede conseguir cuasiestaticamente. Pero en
magnetismo, al cambiar las corrientes y los campos
magnéticos aparece una fuerza electromotriz (fem) que se
opone al cambio,

5:7§E".cﬁ, (98)

donde integramos a lo largo de un circuito, en el cual las
cargas sienten una fuerza qI::’. Usamos las primas para
indicar que es la fuerza aplicada en el sistema del circuito
en desplazamiento.
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2.7-Induccion y Energia Magnética

® | os experimentos de Faraday muestran que

dF
= (99)

donde F es el flujo magnético que permea el circuito,

F:/édA
S

y k es una constante.

£=—k

(100)

Electrostatica

Campo y potencial
eléctricos

Energia Potencial
Teorema de Green
Separacion de variables
Condiciones de borde
rectangulares
Gilindricas
Esféricas

Expansiones de Funciones
de Green

Multipolos.
Momentos multipolares
Campo dipolar eléctrico
Dieléctricos
Desplazamiento Eléctrico

Modelos para la
suceptibilidad eléctrica

Energia en dieléctricos

Magnetostatica

Leyes de Bio & Savarty de
Ampére

Potencial Vector

Distribucion localizada de
corrientes

Energia de una distribucion
local de corrientes

Ecuaciones macroscépicas

Problemas con condiciones
de borde en magnetostatica



2.7-Induccion y Energia Magnética

® Veamos que k = 1 en S.I. usando relatividad (Galileana
suficiente).

e Si consideramos un circuito en translacion uniforme con
velocidad v, escribimos (ver catedra) que

dA+7§(éxv).dT.

dF [ 0B

@ =) o (101)

e Aplicando Ec. 99,

]{[E'_k(vxé) :—k/

¢ Similarmente, en el sistema Lab., podemos escribir Ec. 99,
en un circuito cerrado instantanemeante coincidente con

C:
o N 0B
E~d/:—k/ e
7{ 4 Ot

e Concluimos E’ = k(v x B) + E, y comparando con la
Fuerza de Lorentz, identificamos k = 1 en S.I.

(102)

(103)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

* Tenemos entonces la ley de Faraday,

dF
o (104)

¢ En forma diferencial (aplicar a un circuito fijo pero
arbitrario), se llega a (ver catedra),

£=—

(ool

ﬁxEJra =0.

(105)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

Para escribir la energia almacenada en levantar un
arreglo de corrientes, consideramos el trabajo necesario
para compensar las fuerzas electromagnéticas inducidas
(es decir no consideramos pérdidas Ohmicas).

La potencia ejercida por las fuerza electromotrices
inducidas F es vV - F = qv - E'.

La potencia total ejercida sobre todas las cargas en un
circuito es entonces

/ (pd®xv - E':/d3XJ~E’ :%dT- E' =€
R%

Entonces, la potencia necesaria para compensar las
fuerzas electromotrices es entonces

aw dF
P= o —IE = IE'
El trabajo requerido para compensar un cambio de flujo

0F es,

(106)

oW =I6F
y si el circuito se mantiene fijo, SW =/ [ 6B - d A.

(107)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

= —

e Usando Stokesy B = V x A,

5W=/f52\.d7. (108)

e Si el circuito tiene seccion Ao, con [ = JAo y
d®x = Ao x dl, pasamos a una integral de volumen,

SW = /d3xj - SA. (109)
e Usamos ahora la Ley de Ampere VxH=4d,

6W:/d3xFl-6§. (110)

— — — —

e Para un medio lineal, B = uH,y H- 6B = 16(H - B).
® |Llegamos a

:1/d3xﬁ-é. (111)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

® Podemos relacionar la energia magnética con las
corrientes en un arreglo de N circuitos. Usamos Ec. 108,
SW =1¢6A-dl,yrecordamos que

para ver que A o< J,

e Entonces, W =1 |

lq o (112)
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2.7-Induccion y Energia Magnética

e Separamos la integral en Ec. 95 en una sumatoria sobre
los circuitos,

=Ly / d3x, / o] _f,)?’().

® A su vez, separamos las sumatorias en los casos i =y
i # j, para llegar a

ZL/2+ZM,,//,,

i.J,i#f

x, J(X
i 4/2/d3X,/d3 ) (|)’y

J()_('-’)
. 3 3 N ENTY T
M; = 47r///dXI/d _’/| '

(113)

donde

(114)

(115)

(
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2.7-Induccion y Energia Magnética

e También podemos llegar a Ec. 113 considerando que el
flujo que permea el circuito i debe ser proporcional a las

corrientes:
Fi=Lili+> Myl
J#
® Vimos que 6 W; = l;0F; (Ec.107), entonces
SW; = iLioh+ Y~ Mylidh,
i#]

e integrando llegamos a Ec. 113.

(116)
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