Parte 11
Ondas electromagnéticas y radiacion
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1. Ondas electromagnéticas

1.1. Ecuaciones de Maxwell
Corriente de desplazamiento

= La continuidad para la densidad de carga p se escribe dp/0t + V - J =0.




= Pero tomando divergencia de la ley de Ampere

V-|VxH =0,
HC_/

J

y tenemos una inconsistencia en el caso dindmico.
= Arreglamos la Ley de Ampeére sumando la corriente de desplazamiento 0D | Ot:
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l
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X
=
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V x H=

Ecuaciones de Maxwell

= En resumen, las ecuaciones que describen la electrodindmica son:

V-D = p, (1)
V-B = 0, (2)
L OB

E = ——
V X o 3)
L L . 9D

H = iy 4
V x J+ 5 4)

= Para medios lineales, D = ¢E y B= ,uﬁ.
= Enel vacio, e = €, y it = lo.

Potenciales en electrodinamica
» ComoV - B =, seguimos con B=VxA.
= Para F/, tomamos Ec.

. [ 0A . o 04
—_———
=-Vo

Ecuaciones para potenciales

= Queremos escribir las ecuaciones que rigen los potenciales A y ®.
» Usando las Ecuaciones de Maxwell en vaci6 (para conectar directamente con
E'y B), tenemos,

= =_ P 2 O (e AL
VE60:>V<D+at<V A)EO, 5)
-~ 1- - 10FE
~B=J+ ==
VXMO +608t
L1024 - L . 10 .
222 A+ =) =
v 2 Ot? v (V +c2 815) po - (6)

/

Vv
término para Condicién de Lorentz




= Vemos que si el término destacado en Ec.@ se anula, que seria la Condicion
de Lorentz, recuperamos la ecuacién de ondas para A:

. . 100
A= o
VoAt 5o =0 (7

= Con la condicién de Lorentz (Ec.[7),

1 0%® P
p - ——— = L 8
v 2 Ot2 € ®)
L 19%A .
VA— —— = —u.lJ. 9
2o I ©)
= Para cumplir la condicién de Lorentz, usamos la libertad de Gauge:
A— A=A+ VA, (10)
que deja invariante B=V x fl;
= Para preservar también £ = —V® — 0A/0t, es necesario que
OA
O —d =0 —. 11
5 (11)

= Sitenemos A y ® que cumplen con las ecuaciones para potenciales en general
(Ecs.[6] y [5), pero no cumplen la condicion de Lorentz, podemos entonces
buscar un A(Z,t) tal que A’ y ® cumplan la condicién.
» Inyectando Ecs.[10]y [I1]en Ec.[7] llegamos a una ecuacién para A(Z, t):
S 100 1 0?A

VA4 ——— N——=—=0. 12
v +c28t+v c2 Ot 0 (12)

1.2. Potenciales retardados

Ecuacion de Helmholtz

= Para poder determinar A(Z,t) y ®(Z, ¢), debemos resolver la ecuacién de on-
das con términos fuentes. Para un campo genérico ¥ (7, t):

1 0¥
2 - -
= Es conveniente pasar al dominio de Fourier en tiempo, parag = ¥ g = f,
1 [t ,
o) = 5 /_ olEw)e e, (14)
con inversa,
+oc0 )
9(Z,w) :/ g(Z,t)e™"dt. (15)

» Usando la expansién Ec.[I4]en Ec.[I3] llegamos a la Ec. de Helmholtz:
(V2 + )V (Z,w) = —4rf(F,w). (16)




Funcion de Green para la Ecuacién de Ondas

La Ecuacion de Helmholtz Ec.[16] es muy parecida a la Ec.de Poisson, y po-
demos anticipar el uso de la misma maquinaria para resolverla. La funcion de
Green satisface:

(V2 + B Gy(2, 1) = —4nd(Z, 7). (17)

Si cambiamos a un sistema con origen en 7', vemos que la Ec.[17|tiene simetria
esférica, y G(Z,7) = Gp(R),con R=|R|yR=7 — &
La Ec.[I7 se escribe entonces

1 d?

Si R # 0, la solucién de Ec.[18]es RG}, = Ae™*f + Be=*% donde las cons-
tantes A y B no depende de k. Para determinarlas, usamos el caso k£ = 0,
Poisson, con solucién Gy—o(R) = 1/R, — A+ B = 1.

La solucion general de Ec[I8]se puede escribir

e:l:z'kR

R

GL(R) = AG}(R) + BG; (R), con G5 =
yA+B=1. (19)

Los valores de Ay B dependen de las condiciones iniciales o de las condicio-
nes de borde en el tiempo. Para verlo, volvemos al eje de tiempo y generalize-
mos la Ec.[I7

<V2 612 622) Gz 7, V) = —4nd(Z — 2)o(t — t). (20)

Ahora,volviendo al eje de frecuencias w, generalizamos Ec.[I7)a
(V2 + k)Gy(Z, &) = —4md(Z, T)e™? (21)

. ; !
con soluciones G (R)e™"
Para volver nuevamente al eje de tiempo, usamos Ec.[I4] y

N N 1 e:tsz wT
GE(R;t,¢') = G*(R,7) = %/wa,

conTt=t—t.
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Funcion de Green para la Ecuacién de Ondas

= Para un medio no dispersivos (con w/k = ¢), finalmente llegamos a

GH(Z,t; 2, t) = ’ (t, _ [t ’ MD (22)

= Aplicamos esta funciéon de Green para encontrar las soluciones genéricas de

Ec.[13t
V(2 t) = / o' dt Gz, 6,7 V) (7, 1), (23)

= El caso * corresponde a la solucién retarda, con condicién de entrada (valida
antes de que f se active) ¥,:

U(Z,t) = Uy (T, 1) + / 2 dt' G (2,67, 1), (24)

mientras que el caso ~ corresponde a la solucion adelantada, con condicion de
salida W, (después de que f se desactive),

U(T, 1) = Wou (7, 1) + / B G (T, 6,7, 1), (25)

Potenciales retardados

= Normalmente se usa la solucion retardada, con condicion inicial ¥y, = 0, y
en la notaciéon compacta

U(Z,t) = / d%’m, (26)

|7 — 7|

donde [(- - - )];e significa evaluaren t’ =t — | — 7’| /c.
= Aplicando a los potenciales,

. 1 3o 1P V)]t
® — By 27
(1) 47e, /d v |7 — 2| 7
1= Mo jf/;t/ﬂrc

Potenciales retardados
= Para calcular £ y B, podemos usar B=V x ffy E = —ﬁqﬁ %y

ot
= Alternativamente, usando las ecuaciones de Maxwell llegamos a (tarea):
2F———— = ——|[-Vp—=— 29
v c? Ot? €o < 2ot )’ 29
~  16°B .-
2 _
VB — EW = —,LLOV x J. (30)

A2
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= Aplicando nuevamente las soluciones de la ecuaciéon de ondas con fuentes,

tenemos
. 1 1 - 10J
E(Zt) = Br'= | -Vp— === 31
('rJ ) 477-60/ z R vp 02 at,] t? ( )
S/ Ho 3 1 [w ~]
B = =2 — . 2
(Z,1) o d 7 V' xJ 3y (32)
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Potenciales retardados

= Las expresiones para los campos retardados Ecs.[31]y[33]se pueden escribir de
una forma que conecta directamente con las expresiones estaticas (tarea):

=

oJ

R [op@,t)] 1 |0]
ret at

ot 2R

ret }

(33)

=N o Mo 3 7 =
Bz 1) _E/d x{[ (a:’,t’)]ret X o+

aJ (@, 1) R

15

1.3. Teorema de Poynting

= Vimos que la potencia ejercida por el campo (E, é) sobre las cargas en un
volumen V es

P = / J-Edz. (35)
\%

= Queremos conectar P con la energia almacenada en los campos. Usando la
Ec. de Ampere-Maxwell, despejamos J, y luego de un manejo estandard,

P:/[—6-(Exﬁ)+ﬁ-(6xﬁ)—ﬁ-a—D]df”x. (36)
v

ot
= Usando ahora la Ley de Induccién (i.e. Faraday), VxE = —‘98—?,
P = V- (ExH)—-H-— —FE-—| dz. 37
/V [ (E > H) ot ot ] . 7
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Recordando que para un medio lineal H- %—f = %iﬁ B, y E-
llegamos a

1o o 15 o
=-F-D+-B-H 39
u=3 +2 : (39)
y — — —
S=Fx H. (40)
Para cualquier volumen V), concluimos que
v = = A
—+V-5=—-J L. 41
5 + 41)

De la misma manera que escribimos la continuidad de la energia electro-
magnética, Ec.41] también podemos escribir la conservacién de momentum
lineal. La 2nda ley de Newton para la variacion del momentum lineal dpj,,.. de
un volumen ¢V se escribe:

d 6ﬁmec

= pESV + pt x BSV. (42)
En total,
dﬁmec 3 _‘ — =4
= [ d&’z(pE + pv x B). (43)
dt v

Reemplazando p y J usando las ecuaciones de Maxwell, se llega a (tarea):

d T;
77 (Pincc + Deampos) | Z / dPr 2, (44)
con las siguiente notaciones:
Deampos = / o(E x B)d*zr = = / &>z, (45)

que asociamos al momentum en los campos ya que cumple un rol parecido a
pmec, y

1 /2 - S o
T, = e [EE7 + BB, — 5 (E ‘E+ B B) 54 . @6

que es el Tensor de tensiones electromagnéticas.
Para cada componente : el integrando de 7;; se puede ver como una divergen-
cia, y llegamos a

d
dt (pmec + pcampos | - % Z njd-A’ (47)

donde reconocemos un flujo en la integral de superﬁcie.

A7
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2.

2.1.

Propagacion de Ondas

Descomposicion Espectral

En ausencia de fuentes, si descomponemos

E(Zt) = —/dwE(f,w)e’wt, (48)
27
las ecuaciones de Maxwell dan
(V2 +uew2){ g } =0. (49)

Si € y 11 son reales, las soluciones se escriben e***_ con k = | /jiew

w

Definimos la velocidad de fase vy = T = ﬁ, donde n = #’“ es el indice de

o€o

refraccion.
Vemos que en general,

Bl _ 1 & | +iEaiwt
{Bi}_2ﬂ'/dw{5'}€ ! 50)

<

Reconocemos la solucién de d’ Alembert,

Bl _ 1 Ei | tik(a—vyt)
()2 fe(g)ewn

donde cada componente ¢ es de la forma f(n - & — vgt) + g(n - £+ vyt), y
donde reconocemos 7 como la direccion de propagacion.

Usando las ecaciones de Maxwell llegamos a (tarea) n- & = 0,n-B =0y
B="2nxE¢&.

[

Para campos armonicos es usual trabajar en notacién compleja (debido a la
descomposicion espectral), de manera que S = R(F) x R(H).
En general para productos del tipo
. . 1 .
R(ae " R(be ™) = 59%(&*1) + abe™ ¥t (52)

se suele tomar promedio temporal ((- - - ))r = limy_o 7 [ (- - - )dt, ya que

(R(ae—“)R(be— 1)) — %%(a*b). (53)

.20
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2.2.

Tenemos entonces

e
= _Ex H = -, [—|&]*n. 4
(§) = 5 x " = 5, [<lefa 54
Y similarmente
1 - = 1 - = €
— Z(¢E-E*+ -B-B* = —|&I%.
(u) = (e +u )= 5l€l (55)

-,

Finalmente, (S) = v,u.
Polarizacion

En resumen, el campo eléctrico en una onda monocromética se decompone en
dos ondas polarizadas linealmente,

E(Z,t) = (615, + &Ey)el (k - T — wt), (56)

cuya resultante, en general, describe una onda polarizada elipticamente.
Con un cambio de base a € = \/%(61 + €,), descomponemos F en dos ondas
polarizadas circularmente,

E@t) = (6, B, +é_E_)éi(k- T — wt). (57)

Con la notacién ' ,
E1 == 8162(]51, E2 = 82€Z¢2,
E+ = 5+el¢+, E_ = 5_6“]5—,

tenemos

Polarizacion lineal : ¢, — ¢, = 0.

Polarizacioh circular : (¢, — ¢,| = Sy&E, = &,.

— &g cos(dz)

El caso general es eliptico, con : tan(y) = & (e

\J
>

22

.23

.24




Llegamos a la definicién de los pardmetros de Stokes para caracterizar el es-
tado de polarizacién de luz monocrématica:

I= E\E+EE;= & +E&,

Q = ElEf - E2E; = 812 - 6227 (58)
U= ElES - EQET = 25182 COS(¢2 - ¢1),

V = Z(.El.E'S< - EQET) = 25152 Siﬂ<¢2 — ¢1)

Vemos que la irradiancia (Stokes I) es I o |S|, Q y U miden polarizacién
lineal, mientras que V' mide polarizacion circular.

Para ver la conexién con polarizacidén, usamos experimentos mentales con
polarizadores que seleccionan un tipo de polarizacion (ver céitedra).

Para obtener £ (Z,w), se necesita conocer E(t) para todo ¢, ya que

+o0
E(7w) = / E(Z,t)e™"dt. (59)

[e.e]

En la préctica, consideramos F; y E5 como variables aleatorias, i.e. para una
onda en vacio, descrita por Ec.[56]

E(&,t) = (E\(£)é) + Ey(t)én)e' ), (60)
Alternativamente podemos reemplazar la dependencia temporal con una den-
sidad de probabilidad, que a su vez podria depender del tiempo.
Para fijar ideas, recordemos que AtAw = 1 para espectros Gaussianos, donde

At es el ‘tiempo de coherencia’, y Aw es el ‘ancho de banda’ de la onda
cuasi-monocromatica.

Para medir los pardmetros de Stokes, necesitamos promedios del tipo:
1
(BED) = lim ~ / At E, (1) E5(1)dt. 61
T—oo T
Tenemos entonces que

(@) +(U?) +(V?) = (I")—
A(EPNES) — (E18ae" P2 )(E1Epe711%2 700 (62)

I’>Q*+U*+ V2 (63)

10
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2.3. Relaciones constitutivas

Consideramos ahora que cada componente monocromatica del campo £, B
debe cumplir relaciones constitutivas,

P=cnB — Plu) = ex(@)Bw),
Bpil — B)=plw)dw), (64)
J=0ckF — (w) =0o(w)E(w),

donde hemos agregado la Ley de Ohm.
Notemos que x(—w) = x*(w), para que x(t) = 5= [ dwy(w) exp(—iwt) sea
real (y similarmente para y1y o).

Recordemos el teorema de convolucién: si X (w) = Y (w)Z(w), entonces

X(t) = / Yt — ) Z(t)dt. (65)
donde Y (t) = 5= [ dwY (w) exp(—iwt), etc..
Si aplicamos el teorema de convolucion a x (por ejemplo),

P(t) = /OO G(t —t")E(t)dt', con

o0

G(t) = x /OO eox(w)e ™ dw.  (66)

21 J_ o

Vemos que P(t) depende de la historia de E(#'), lo cual tiene sentido fisico
solo en el pasado, para t’ < t.
Esta vez escribimos una onda monocromatica con

E(t) = Acos(wet) + Bsin(w.t) = R(EL(t)), (67)

con E, = (A + iB)(cos(wst) + i sin(wot)).
En el eje de Fourier,

E(w)=7n[(A+iB)j(w —ws) + (A —iB)d(w+ ws)], y (68)

P(t) = % /00 eox (W) B(w)e ™ dt, (69)
y usando que x(—w) = x*(w),
P(t) =R E(A + z'B)X(wo)e-int] — R[P.(1)], (70)

con P. = e, x(wo) E.(t).

11
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2.4.

Con la decomposicion espectral de las relaciones constitutivas podemos escri-
bir las versiones armonicas de las ecuaciones de Maxwell en medio materiales
(sin cargas libres):

B Hﬁ E(w)z B . Hﬁ‘ﬁ(w): . (71)
V X E(w) = —iwp(w)H(w) V x H(w) = —iwe(w)E(w),
con
€(w) = & (14 x(w)) + Z'UE:U). (72)

Notamos que la suceptibilidad y la conductividad ambas contribuyen a la parte
imaginaria de e:
F(e) = €3(x) + R(o/w). (73)

Relaciones de Kramers-Kronig

De consieraciones fisicas podriamos haber intuido que
Pt) = / Gt ) B(#)dt. (74)

Supongamos que E = 8(t — t,)E,. Entonces, P(t) = G(t,t.)E., y G es la
polarizacion que resulta de un campo eléctrico delta-unitario.

Si las propiedades del medio no cambian en el tiempo, G(¢,t,) = G(t — t,),
y recuperamos Ec.[66]

Notemos que causalidad require que G(7) = 0si 7 < 0.

Entonces,

eoX(w) = /00 dtG(t)e™". (75)
0

Extendemos Ec.[75]al plano complejo, con & = wg + iwy, con wy > 0.
eox(@) = / dtG(t)e™". (76)
0
Si [7 |G(t)|dt converge, también [ G(t)e™"dt converge, y x(w) es analitica
en el plano C superior (w; > 0).

Entonces x(@)/(w—w), donde w es un punto en el eje real, es analitica excepto
en el polo (w) = w.

12
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= Podemos aplicar el teorema de Kramers-Kronig, que da

< x(Q
imx(w) = P/OO %d&?, (77)

donde P indica el ‘valor principal’ de Cauchy,

P/_O‘” X©) o _

o 1t w

, T X(Q) / X ()
([ 8 [ ). oo

= Usando que x*(w) = x(—w) podemos integrar solo en 2 > 0, y con x =
Xr + X1, reescribir Ec.

= —P
Xr(w) ) N T dw, (79)
2w * xr(Q)
xr(w) = . P/o 07 dew. (80)

= Se cumplen relaciones similares para py o.
2.5. Propagacién en un medio

= Extendemos ahora las soluciones en ondas planas monocrométicas a medio
homogéneos. Inyectamos

Ec — Eoei(g-f—wt)’ y H, = ﬁoei(ﬁf—wt)’ (81)

en las ecuaciones de Maxwell.
= Ahora permitimos que k € C,

EC = E.e” 1°8 gilk-3—wt), (82)

k-E,=0 k- Hoy(w) = 3)
kx E,=wuH,, kx H,=—wekE,
s Y k- k= w?ep (tarea),
k2 — k2 4 2ik; - kp = w?ep. (84)
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En el caso de una onda homogénea,
k= (kg +ikp)é,
k

y k =wN/ec, donde N es el indice de refraccion complejo,

—C\/_

€oflo
Ponemos N = n + ik, conny xen R*.
Ec.[82lda: .

B, = E e~ X reei(*5e—iwt) (85)

= la parte imaginaria de N corresponde a absorpcion.

Se pueden aplicar las relaciones de Kramers-Kronig a (N (w) — 1) (el —1 es
porque lim,, ,,, N(w) = 1):

nw)—1 = QPfoogf w2
"y (86)
I{(W) = wPf QZ deQ
Vemos que la absorpcion en un medio esta relacionada con el indice de refrac-
cion real.

Radiacion
Zona de ondas

Consideramos fuentes armonicas (el caso general se obtiene por superposi-
cién):
p(Z,t) = p(Z)e™"",

J(@,0) = J(@)e . 7

Vimos que en presencia de fuentes el campo A(Z,t) generado en el espacio
vacio, y sin bordes, es

—»

—»_ —
7t /dg’/dt i (+|x x'—t).
/‘ c
Para fuentes armonicas,
. ‘ j(l—:/)ez‘k\f—fﬂ
A = t) = —zwt& d3 e\ ) 88
(#,1) =e 47r/ S T (85)

conk =w/c

14
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3.2.

Obtenemos los campos H y E usando

H=—-VxA, (89)

1
fho

E=- v xH (90)
k\ e

Consideramos ahora fuentes confinadas en una region cuya dimension méxi-
ma es d. Si d < A, hay 3 zonas de interés:

y la Ley de Faraday,

AT,
e La zona cercana, con d < r < A, donde ¢**#=%'l ~ 1y recuperamos el
caso estdtico salvo por A(Z,t) = A(Z)e ™"

e [a zona intermediaracon d << r ~ .

e Lazona lejana, con A < r.

En la zona lejana, con A < r, |¥ — Z'| ~ r —n - ¥, donde n = Z/z =

lim A7) = L& / J(@)e " @By 91)

Vemos que A(z,t) = A(Z)e ™! representa una onda esférica viajando hacia
afuera.

Ademads, podemos ver (tarea) usando Ecs y 90| que E y H también son
ondas esféricas transversas a 7.

La zona lejana corresponde entonces a la zona de radiacion, también llamada
zona de ondas.

Radiacion dipolar

Ahora usamos que d < A para simplificar A en la zona de ondas. El integran-
do de Ec.[91]se puede expandir en potencias de —ikn - ', usando

o o k)
efzkn-x :Z( ¢ ) (ﬁi:/)n

n!
n=0

Entonces,

ikr YAV .
Ay = Loy 2 / (@) Z)d*a. (92)
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Para n = 0, correspondiente al término dominante en la expansion en kn - 77,

tenemos: "
5 el T
Az =12

Cdr o

/ J(#)dx. (93)

Usando la ecuacién de continuidad, % + V-J= 0, tenemos iwp = V- J.
Entonces (tarea):

/ J(@) = — / F(V - N = —iw / 7 p(Z)d*. (94)

Finalmente,

. ikr
- —illow _e
A(x) - 47 P r

, con p= / 7p(z)d*x’ . (95)

(. J
-~

momento dipolar eléctrico

Obtenemos ahora los campos E y H:

— . £ R ei
H=5 (D)% %)
E = \/lu.e.H X n.

kr

, donde constatamos que la radiacion dipolar eléctrica es polarizada lineal-
mente.
La potencia emitida en direccién 7 se puede escribir con dP = r?dQn - S =,

dP

= = %3‘% [M-(E x FI*)} ,

_c Ho 141512 sin(6) 97)
3272\ e, '

La potencia total emitida es

Ak

P=—
127

|p1. (98)

oo (—ik)™ /A~

. . L . ., =04 —
El siguiente término en la expansién de e =% = > > ——(n - Z")" co-
n=0 n!

rresponde al n = 1.

Ec.092lda:

ikr
Az) = Ho© (1 —@'k) / J(@) (- 7). (99)
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Veamos que este término da origen a una contribucidn dipolar magnética y
quadrupolar eléctrica. Para ello, separamos el integrando:

. 1 - . 1 -
J@) - 7) = 3 [(ﬁ )T+ (- F |+ 5@ x )i (100)
A B
Consideramos primero la contribucion de la parte 5. Reconodemos la magnéti-
zacion M, |
M = 5(3? x J). (101)
44
Para la parte B, entonces,
A7) = Tt *)eikru L) con (102)
z) = n X m - —
aT r ikr”’
m = /Md?’x. (103)
En la zona de radiacién, kr >> 1, obtenemos (tarea):
. ik:,uo . eikr
AlX) = n 104
(@) = SEexm—, (104
— kQ /’I’O e’LkJT
E(Z) = ——,/—(mxm 105
@ =~y X —, (105)
HE) = —=(E xn). (106)
Ho
Esta contribucion se llama radiacion dipolar magnética.
45
Para la parte A de la contribuciéon n = 1, de un manejo estandard se tiene:
iw A~ =\ 33 ./
A:? Z(n-)p(@)d’x', (107)
lo cual representa momentos de orden 2 de p(Z’), o sea es una contribucién
cuadrupolar eléctrica, que no desarrollaremos.
46
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4. Scattering y difraccion

4.1.

Scattering en régimen de Rayleigh

INCIDENT
WAVE

INTERNAL (REFRACTED)

/ WAVES
\uusmnﬂzo
WAVE

REFLECTED
WAVE
‘\
—
B ————
- SCATTERED
WAVE
_
—_— \
' /
INCIDENT
WAVE INTERNAL
FIELD

Consideramos primero un solo obst4culo (o particula), con dimensién maxima

d < A

Describimos la ondas incidente con

Ei — éOEoezkno-m

ool
I

Notar que la polarizacién incidente corresponde al vector €.

&flo X Ez
€o

(108)
(109)

Al interactuar con el blanco, los campos inducen dipolos eléctricos y magnéti-
cos como si fuesen campos estaticos en la ‘zona estatica’ (salvo por la depen-

dencia en exp(—iwt)).

Los dipolos inducidos pueden a su vez general radiacion dipolar eléctrica y

magnética, con campos Fy H;.
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e s— 2

/

<
)

ot
—= U/ .
W\

—— ']

(E.H))

En la zona de ondas y en el régimen de Rayleigh, en direccion 7 tenemos (de

Ec.[06]y [105),

. 1 ikr b
B = M%W7qkﬁx@xﬁ—ﬁx% (110)

i, = /%5 x B, (111)
€o

Extendemos el concepto de % para seleccionar un estadio de polarizacién e
de la onda dispersada, y normalizando por el flujo incidente:

2 |e*Es|?

do (~ 5.5 5 —

dQ(nJ eanoveo) =r les-E;|2? = 9 (112)
do (s s.n s\ _ k4 % g (D X é L

ﬁ(n, €; No, eo) T (dmeoEo)? &Pt (n % e*) ' %’ '

Como ejemplo consideramos que el blanco es una pequena esfera dieléctrica,
con radio a, pt/ o = i = 1,y con € = €€, (w).
En la zona estdtica, donde d < r < A, los campos son cuasiestaticos y (tarea)

T_l ~
7= 4re, <Z " 2) a*E;, (113)

y no hay dipolo magnético.
La seccidn eficaz de scattering es entonces, para polarizacion e,

2

|A* ~

=1
‘ & e (114)

da_ 4.6
N € + 2

aQ
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= Podemos promediar para el caso de radiacioén incidente no polarizada (luz
€ — 1

natural):
do\ 46
<d_Q>_ka € + 2

= Obtenemos para las polarizacion paralelas y perpendiculares al plano de scat-
tering (n, n,) (tarea, usando coordenadas esféricas con 7, segin 2):

2
{ler - eo]?). (115)

dO'” 1 € 1
— = —k*af | (0 116
a0 k|| s () (116)
do | 1 € 1%
— = Zk%f = 117
) 2" e 2 (1n
= Para Stokes I tenemos
do 1 6ler—1 1 9
— = — =(1 0 118
- | 5L cos’9). (118)
y una medida de la fraccion de polarizacion seria I1(0) = ( dd"—5 — %) /I =
sin®(0)
1+cos2(0) "

4.2. Scattering por N blancos

= Si consideramos ahora un sistema de /N blancos, usamos el principio de su-

perposicion
A% N 52
— (N, ;N6 66) =T = . (119)
dQ( ) €5 - Eil?
= Enla zona de racién, | — &'| ~r — 0 - &,
2
do | ;] s
- - 5* i+ (Do x %) - —L| /0T 120
dQ ~ (4me E,)? ;[6 P+ (0 x %) C]e ) (120)
donde ¢ = kn, — kn'y {x;} son las posiciones de los blancos.
= Si todos los blancos son idénticos,
do d i
a 4 17T
m:ml}"(cf), donde F(q) = ;eq (121)
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4.3.

Si las posiciones Z'; son aleatorias (tarea),

2
(F@) = (D 7| )~ N, (122)
J
y 2
do A al { il
AN & - + (R x 6% - —9] 0T (123)
dQ (dme, E,)? ‘= c

Si los blancos estdn dispuestos regularmente, por ejemplo en una red cibica
N1 x Ny x N3 con espaciamento a (tarea),

sin? (%qula) sin? (%Ngqﬂ) sin® (%Ngqga)

a2
Fl@)=N Nt sin® (3qua) N sin® (3g2a) N3 sin® (3qsa)

] , (124)

donde ¢ = g161 + ¢265 + ¢3€3.
Difracciéon

El problema de difraccion es similar al de scattering, excepto que especifica-
mos los valores de los campos en los bordes de las superficies blancos.
Consideremos un campo escalar ¢)(Z,t) que satisface la ecuacion de ondas.
Para una componente arménica, con dependencia temporal exp(—iwt),

(V2 + E*)y(Z) = 0. (125)

Queremos resolver esta ecuacion para una onda reflectada/transmitida por una
superficie S;. Cerramos el espacio con otra superficie So, que llevaremos a co.

Tipicamente usamos ¢» = 0 en Sy, salvo en posible aperturas.
Introducimos una funcién de Green G p:

GD<f7'7_}/) :G(f7f/>+F(fvf,)7 (126)
donde
(V2 + EHG(2, 1) = —6(F — 7), (127)
y
(V2 +E)F(zZ,7) = 0. (128)

Ajustamos F' tal que Gp(Z,7') =0si ¥ € S.
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El teorema de Green (luego de extenderlo a la ecuacion de Helmholtz Ec.|125]
tarea), da, usando el par de funciones Gp y 1,

W(F) = 74 [¢(5’)f/ V'Gp(T, &) — Gp(Z, T - W;(f’)] ds'  (129)
S
y usando las propiedad que Gp(Z,7') = 0si &’ € S,
W(&) = jf [w(f)ﬁ' V'Gp(, f’)] ds'. (130)

Notamos la ausencia de integral de volumen en la aplicacion del teorema de
Green en Ec.[130} que refleja la ausencia de fuentes en la ecuacién de ondas.

Como ejemplo particularizamos al caso en que S; es un plano infinito (en
z=10).
Sabemos que de Ec.[19que G esta dado por:

1 eikR .
G(f,f’):gﬁ, con R=7—-17". (131)
Usamos el método de imédgenes para determinar F':
1 ez‘kR’ .
F:—EF, con R/:f—ﬂ_f//, (132)

donde Z” es el simétrico de I relativo a z = 0.
Por disefio la funcion de Green

1 kR ik R’
Gp(7,7) = — (6 _ € ) , (133)

R R

se anulaen 7’ € S.

Inyectando G (Ec.[133]) en el teorema de Green (Ec.|[130) llegamos a (tarea):
N

*_i —»/”‘ﬁz'kR b /
¢(x)_2ﬂiﬁl¢(x) e {1 ikR} is'. (134)

donde hemos usado que al llevar S a 0o, ¢ ~ ¢*'/Ren Sy, y V'Gp ~ 1/R?,
de manera que el integrando en S, decae mas réapido que (1/R?).

Si consideramos que ¢ (7’) = 0 en S; salvo en una apertura, en el limite
Z — 00, WTQR ~ 1,

- 2mi

k ez’kR
0@ = g [ Sru@s, (135
apertura

y reconocemos las fuentes secundarias del principio de Huygens.
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= Un célculo detallado para el caso vectorial da (ver Jackson 10.6 y 10.7), para el
campo eléctrico difractado por una apertura en un plano conductor en z = 0,

B(7) = —¥ x /(A x E)emds’ (136)
)= n i) g .
= En la regiéon z — oo, esperamos que E sea ondulario, y si Ej; es una onda
plana, ‘
Lo ik . ., . esz .
E@)~ —nx(n x E;) ds'. (137)
2m R

5. Relatividad

5.1. Cuadrivectores

En esta Section usamos unidades CGS, mas adaptadas para describir la simetria
entre E y B. Bibliografia: Rybicki & Lightman.
= Definimos z* = (ct, z,y, z), cuadrivector posicion contrariante, con norma
s? = Nuw 2" (con convencion de suma).
» También introducimos z,, = (—ct, z, y, z), cuadrivector posicién covariante.
= T, = N’ con

100 0
0 100

=10 0 1 0 (138)
0 00 1

= Con n"” = n,,, tenemos =" = n""z,.
= Notar que 7"y, = 0%.

= Cambiamos de sistema de referencia de S a S’, en movimiento uniforme con
velocidad v segun 7 relativo a S.
= Un 4V contravariante transforma con

v =By 00
e AW Y no__ _57 Y 00
o = AN x”, donde A¥, = 0 0o 10" (139)
0 0 01
conff=v/c,yy=1/y/1—0v2/c%
= Para un 4V covariante (tarea),
w), =Ny, con Ay =, A 0" (140)
. /~\: es la inversa de A*:
AAS =08,y Aja™ = . (141)
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El producto punto entre dos 4V A* y B* es invariante de Lorents:
A'B,, = A’“B,;. (142)

También tenemos el 4V velocidad, U* = d , en que dr es el intervalo relati-
vista (i.e. de tiempo propio) entre z* y z* + dz*.

En componentes (tarea), U* = ~,(c, 1), con vy, = 1/+/1 — u?/c>.
Si pasamos a U' = A» U”,

uv

Yo = YYu(l — =z cos(f)), con O = Z(u, 7). (143)

En el sistema ligado a una particula con velocidad @, U’ = ¢(1,0), y para un
4V AH,

1 1
A= ——UrA, = —-U"A.. (144)
c c »

Notemos que la fase de una onda plana debe ser invariante de Lorentz porque
la anulacién de E y de B simultaneamente en un sistema implica su anulacién
en cualquier otro sistema.

Introducimos k" = (w/c, k):

ktz, = k% —wt= invariante = k" es 4V. (145)
Usamos Ec.[I44]para deducir el efecto Doppler relativista (tarea)

k'’ =w = -Urk, = wy(l - %cos(@)). (146)

Otro ejemplo importante de 4V es el gradiente. Si A es un escalar (invariante),
entonces

Ap = o es 4V covariante, y (147)
xh
19D

M = —— es 4V contravariante. (148)
Oz,

oz¥
e

Vo ox¥ O\
M Qalt Qv
Extendemos las propiedades de los 4V a tensores en general: un tensor de

orden n transforma como el productor de n 4Vs.
Por ejemplo,

Demo: de 2¥ = A "x’“ tenemos que = f\u”, ycomo N = A,

(149)

T/;w — A/,LO-AVTTUT’
T = AL ATTO .
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5.2. Covarianza en electrodinamica

= La conservacion de carga, 5

9 1. J=0,se puede escribir

J#, =0, conla cuadricorriente J* = (pc, J). (150)
= En el Gauge de Lorentz, y usando CGS,
L1024 47 -
2A———:——J D0 A, 151
v c? Ot? (151
29 L —82 = = 0,0%®
Vi - S = —mp =0, (152)
» Con A" = (¥, A),
4 2
AP — ~_ 78 en que A%~ = 0 AP, (153)
' c ' Ox e

= El Gauge de Lorentz V - A + 12 = se escribe simplemente A® , = 0.

c ot

m Para escribir las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, introducimos el

tensor de campos
F

= Ay, — A

it v

—

. ConézﬁxAyE:—ﬁq) 18’4 (tarea):

-E, —E, —E.

8
]
S
|
Sy
<

0
E

w=\|E, -B. 0 B,
E. B, -B, 0

—

= Las ecuaciones de Maxwell V - E = ATtpy V X B—
(tarea)
,  Am
FW’ = —JH.
198

= Las ecuaciones internas V - B = 0 y VxE+1 o

F;Ll/,a + FU;L,V + Fua,y =0.

25
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%8—E = 47rJ se escriben

(156)

= () se escriben (tarea)

(157)
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Usamos la covarianza de F),, para deducir las leyes de transformacién de los
campos F'y B: o
Fl,=AF.g. (158)

Por componentes, obtenemos (tarea):

Bj =), Bj =By,

5 5 . 159
B, = y(E.+Bx B), B, =~(B.+7xE) (159

Vemos que se mezclan E y B, y si B=0enS,al pasar a &’ tenemos B’ # 0.

Para extender la fuerza de Lorentz, introducimos el 4V momentum P* =
moU”, con m, masa en reposo. Escribimos P* = (E/c, 13), en que E es la
energia total de la particula (en reposo E = m,c?).
La 4-aceleracion es J

at = , (160)

dr

y para recuperar la 2nda ley de Newton en el limite no relativista, la 4-fuerza
es

dP*
FF =moa" = —. (161)
dr
Escribimos la 4-fuerza de Lorentz con
= dpe g, (162)

c

—

En componentes, (tarea) F= q(q—c7 X é) +qFE.
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